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Avant-Propos 


Voici le deuxième volume d’un recueil de QCM 
destiné aux étudiants des classes préparatoires au 
Haut Enseignement Commercial, option générale et 
option économique. 


Ce volume contient 13 questionnaires couvrant les 
probabilités et les statistiques, ainsi que l’ensemble 
du programme d’algèbre. Chaque chapitre regroupe 
10 questions comportant chacune cinq affirmations 
dont l’une au moins est vraie. 

Nous avons voulu faire de ce livre un véritable outil 
de travail, utile dans les différentes phases de la 
préparation : apprentissage, assimilation, 
consolidation et révision. 


> Dans ce but, les questions de chaque chapitre 
sont classées par difficulté croissante : 


— les quatre ou cinq premières questions sont très 
faciles ; elles permettent de s’assurer que l’on a bien 
appris le cours. 


— les trois ou quatre suivantes sont des exercices 
permettant de vérifier que l’on a compris le cours. 


— les deux dernières sont de véritables 
compléments de cours, des exercices parfois 
difficiles, du niveau des oraux de concours. 


> Les réponses constituent la deuxième moitié de 
l’ouvrage. Elles comportent les solutions 
développées, mais aussi des commentaires, des 
rappels de cours et quelques compléments. 


> Dans chaque chapitre, les questions sont 
orientées vers les sujets qui posent le plus de 
problèmes aux étudiants. Par exemple, les 
questions sur les nombres complexes sont orientées 


vers les interprétations géométriques, trop souvent 
ignorées, tandis que dans le chapitre sur les 
probabilités, l’accent a été mis sur les définitions des 
différents concepts. 


Nous croyons que les Questionnaires à Choix 
Multiples constituent un outil de travail efficace, 
adapté aux étudiants des années 90 : finies les 
mathématiques tristes et ardues; place à 
l’apprentissage ludique. Nous espérons que les 
lecteurs apprécieront l’esprit dans lequel nous avons 
rédigé les questions et leurs réponses, et qu’il 
partageront notre foi dans ce nouvel outil. Toutes 
les remarques, critiques et suggestions seront 
bienvenues. 


Université de Paris-Sud 
Département de mathématiques 
Bât 425 

91405 Orsay Cedex 
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1. 


a 


Combinatoire et dénombrements 
(Résultats p. 121) 


Un questionnaire comporte dix questions, auxquelles 
on répond par vrai ou faux. Deux feuilles de réponses 
au questionnaire sont considérées comme différentes si 
elles diffèrent dans lune au moins des réponses aux 
questions. (Combien peut-il y avoir de feuilles de 
réponses différentes ? 


() 10 g 
(2) 20 g 
(3) 100 g 
(4) 1024 o 
(5) Une infinité Fi 


Soit abc un entier de trois chiffres en base dix, avec 
a > c. On note def l’entier de trois chiffres obtenu 
par la soustraction abc - cba (même si d = 0). Que 
peut-on dire de def + fed? (Par exemple, pour 
abc = 231, on a def = 099, et 
def + fed = 099 + 990 = 1089). 


(1) Cela vaut 1089, comme dans g 
exemple. 


(2) Le résultat n’est pas constant : il g 
dépend de abc. 


(3) 
(4) 


(5) 
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Le résultat vaut 1089, sauf si abc est 
un multiple de 11. 


Le résultat vaut 1089 ou 1189, selon 
que b est supérieur, ou strictement 
inférieur à a + c. 


Le résultat s'écrit c089. 


0O 
z 


E] 


On prend 8 entiers x, 1 < à < 8, vérifiant 2 < x; < 360. 
Que peut-on affirmer ? 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 


(5) 


Qu'ils ne sont pas tous premiers. 


Qu'il y en a au moins deux qui ne 
sont pas premiers entre eux. 


Qu'il y en a au moins deux dont la 
différence est divisible par 7. 


Que l’un d’eux est premier, ou qu’il y 
en a deux qui ne sont pas premiers 
entre eux. 


Qu'il existe x, n € N, et £j tels que 
(z;)” soit divisible par x. 


EE E A 
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COEMffCIENTS BINOMIAUX. Quelles sont les formules 
de récurrence correctes ? 


(1) 


Pour tout entier n > 0, et tout entier 
P,1<p<n, 


ees 


0O 
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(2) Pour tout entier n > 1, et tout entier [] 


pE [ln], 
ba) 


(3) Pour tout entier n > 1, et tout entier [] 


pE [lin], ORN 
p | À e 


(4) Pour tout entier n > 1, et tout entier [] 
pe [lin], 


DR 


(5) Pour tout entier n > 0, et tout entier [] 


pE [0;n], 
ea 


LES RÈGLES DU POKER. Le poker est un jeu de cartes 
où chaque joueur reçoit 5 cartes extraites d’un jeu de 
52 cartes ; ces 5 cartes forment ce que l’on appelle une 
main, dont la valeur est fonction des cartes qui la 
constituent. Cette valeur est évaluée en fonction 
inverse de la probabilité d'obtention de cette main. 
L'ordre est donc, par valeur croissante : 


— plus forte carte, 

— une paire (deux cartes de même valeur, et les trois 
autres de valeurs différentes), 

— deux paires, 

— brelan (trois cartes de même valeur, et deux 
autres cartes de valeurs différentes), 

— suite (= quinte = straight, cinq cartes dont les 
valeurs se suivent, mais qui ne sont pas toutes de la 
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même couleur, l’as pouvant être placé avant le 2 ou 
après le roi), 

— flush (couleur, ie. cinq cartes de la même 
couleur), 

— full (un brelan + une paire), 

— carré (quatre cartes d’un même niveau). 

— straight flush ( = quinte flush, cinq cartes de la 
même couleur, dont les valeurs se suivent) 

— royal flush 


Pourquoi joue-t’on avec 5 cartes, plutôt qu’avec 4, 6, 
7 ou 8? Les assertions suivantes proposent des 
explications. Quelles sont-celles qui sont exactes ? 


(1) Avec seulement 4 cartes, les [] 
probabilités d’avoir 2 paires, une 
couleur ou une suite sont trop proches 
(différence < 2 10) 


(2) Avec 4 cartes, la probabilité d’avoir [] 
un full est trop proche de celle d’avoir 
un carré. 


(3) Avec six cartes, la probabilité d’avoir [] 
un brelan est supérieure à celle d’avoir 
2 paires. 


(4) Avec six cartes, tout comme avec 7 [] 
cartes, la probabilité d’avoir une paire 
est supérieure à celle de ne rien avoir. 


(5) Avec 7 cartes, la probabilité d’avoir la [C] 
probabilité d’avoir une ou deux paires 
est supérieure à celle de ne rien avoir. 
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P Combien le mot ANAGRAMME en a-t-il ? 


e 

(1) 9! g 

(2) 6! g 

(3) 9! O 
6! 

(4) 9 O 
3! 2! 

(5) 6! O 
3! 2! 


COMPTAGE DE PAIRES, DE COUPLES ET JEU DE 
DOMINOS. Deux entiers > 0, n et p < n/2 étant 
donnés, on considère les nombres f{n;p), g(n;p), et 
h(n;p) définis par : 


f(n;p) : nombre de façons de prendre p paires deux à 
deux disjointes, formées chacune de deux objets 
consécutifs pris dans une liste ordonnée de n objets x, 
Dig Dai 

g(n;p) : nombre de façons de choisir p objets non 
consécutifs dans une liste ordonnée de n objets x, %2, 


SES 


h(n;p) : nombre de façons de former p paires deux à 
deux disjointes, formées chacune de deux objets 
consécutifs pris dans une liste ordonnée de n objets x, 
Tz, .…, Z, placés le long d’un cercle (x; et x, sont alors 
consécutifs). 
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Que peut-on dire des nombres f{n;p), g(n;p), et 
h(n;p) ? 


(1) Krip) = gimp). O 
(2) g(mp) = f(n+1;p). O 
(3) Anip) = np). O 
(4) glp) = h(n;p). O 
(5) g(np) = h(n+1;p). E 
En combien de 

morceaux n coups de C'est une 


couteaux peuvent-ils 


couper un gâteau ? (Les guestion de 
coups de couteau sont nath. ? 


plans, et l’on s'intéresse 
au cas n > 3.) 


(1) 2° 0O 

(2) 2n g 

(3) aa a g 

(4) (n+1)(@-n+6) o 
6. 

O 
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9. On triangule un triangle dont les sommets sont 
numérotés 1, 2 et 3 ; autrement dit, on découpe ce 
triangle en petits triangles en rajoutant des sommets 
que l’on relie à tous les sommets voisins. 





Triangulation correcte Triangulation 
incomplète 





On numérote les sommets selon la règle suivante : 
— Un sommet placé sur le côté [ij] du grand 
triangle est numéroté í ou j (i, j € {1;2;3}). 

— Un sommet placé à l’intérieur du grand triangle 
est numéroté 1, 2 ou 3. 


Combien y-a-t-il de petits triangles dont les sommets 
sont numérotés 1, 2 et 3 ? 


a) 3 + Efn/3|, où n est le nombre de O 
sommets que l’on a rajoutés. 


(2) N'importe quel nombre inférieur à la [] 
moitié du nombre de sommets que 
l’on a rajoutés. 


(3) Un nombre pair. g 
(4) Un nombre impair. g 


(5) n-p/3, où n est le nombre de O 
sommets numérotés 3 sur les côtés 
[1;3] et [2;3], et où p est le nombre de 
sommets à l’intérieur du triangle. 
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10. UN PROBLÈME DE VOISINAGE : On considère un jeu de 
cartes ne comportant que 2 types de cartes, que nous 
noterons Ẹ et 4. On assimile ces cartes à des chiffres, 
et on modélise une disposition de ces cartes côte à 
côte sur une table par une séquence (suite finie) 
formée avec ces chiffres. Cela étant, si l’on dispose de 
P Ï, et de (N - P) #, on note W(N;P,n) le nombre de 
suites que l’on peut former avec ces P et N - PẸ objets 
de telle sorte qu’il y ait n Ë voisins d’un Ẹ. 
exemple, si N = 5, si P = 2, laangen 






n=2 (les "voisins" sont oieri On note 
également W(N;P,n;i) le nombre des suites 
précédentes commençant par un ? (i= ou à). 
Quelles sont les formules de récurrence vérifiées par 


les W(N;P,n) et W(N;P, n;i) ? 


(1) W(N;P,n) = W(NP,n-1;1) 
+ W(N;P,n-1;2) 


(2) W(N;P,n) = W(N;P,n;1) 
+ W(N;P,n;2) 


(3) W(N;P,n,1) = W(N-1;P-1,n;1) 
+ W(N-2;P-1;n-1) 


(4) W(N;P,n,2) = W(N-1;P;n;2) 
+ W(N-1;P,n-1;1) 


0 ü ü 0 o 


(5) W(N;P,n,2) = W(N-1;P,n-2;1) 
+ W(N-2;P,n-1;2) 


© 
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Structures algébriques élémentaires 
(Résultats p. 134) 


1. UNE DRÔLE DE RÉCURRENCE. 





Que peut-on dire de ce raisonnement par récurrence ? 


(1) Il est correct. g 


(2) Ilest faux parce que la propriété P(n) [C] 
est fausse pour n = 0. 


(3) Il est faux parce que la propriété P(n) o 
est fausse pour n = 1. 
(4) Il est correct, mais les nombres entiers [] 


ne sont pas tous égaux parce que leur 
maximum n’est en général pas défini. 
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(5) Il est faux parce que dans une [] 
raisonnement par récurrence on doit 
d’abord vérifier la propriété pour 
n=0, n= 1, n= 2, n = 3, puis dire 
que par analogie, la propriété est vrai 
pour tout n. 


LOIS DE COMPOSITION : PARTIES STABLES. Soit E un 
ensemble muni d’une loi de composition xw. Quelles 
sont les assertions correctes ? 


(1) Pour tout xe E, et tout ACE, [] 
Ax{x} est une partie stable de E. 


(2) Si x est associative, pour tout x € E, g 
Ekx{x} et {xr}xE sont des parties 
stables de E. 


(3) Pour tout A C E, AxA est une partie [] 
stable de E. 


(4) Pour tout x € E, le commutant de x, [] 
c'est-à-dire {y € E | yxr = rxy} est 
une partie stable de E. 


(5) Si A est une partie de E telle que la [] 
restriction à AxA de »* soit 
commutative, alors À est une partie 


stable de E. 


3. 


MORPHISMES DE LOIS DE COMPOSITIONS. Soient E et 
F deux ensembles munis respectivement d’une loi de 
composition x et d’une loi de composition e. Soit fun 
morphisme de (E:x) dans (Fe). 


Structures algébriques élémentaires 


affirmations vraies ? 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


STRUCTURE DE GROUPE. Soit G un ensemble muni 
d’une loi de composition interne x, associative. Dans 
quels cas peut-on dire que G est un groupe ? 


(1) 


Si A est une partie stable de E, alors 
F(A) est une partie stable de F. 


Si B est une partie stable de F, alors 
f? (B) est une partie stable de E. 


Si À est une partie commutative de E 
(c’est-à-dire telle que, pour tous g et 
y E À, rxy = ykz), alors f(A) est une 
partie commutative de F. 


Si B est une partie commutative de F, 
alors f'(B) est une partie 
commutative de E. 


Si À est une partie de E, l’image du 
commutant de A (c’est-à-dire de 
l’ensemble des xeÆE tels que 
zky = YkT pour tout y€ À) est le 
commutant de f(A). 


Si, pour tout a € G, il existe e € G tel 
que exa = axe = a et a € G tel que 
a’a = aa = e. 


Quelles sont les 


O 
0O 
0 
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(2) 


(3) 


(a) 


EXEMPLES DE GROUPES. Les ensembles suivants sont- 
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S’il existe e € G tel que 
ake = eka = apour tout a € G, etsi, 
pour tout a € G, il existe œ € G tel 
que aq’ = e, ou a'a = e. 


S’il existe e € G tel que exa = a pour 
tout a € G, et si, pour tout a € G, il 
existe a € G tel que a’a = e. 


S’il existe e € G tel que 
exa = axe = e pour tout a € G, et si, 
pour tout a € G, il existe œ € G tel 
que a’a = aa’. = a. 


S’il existe e € G tel que 
exa = axe = a pour tout a € G, etsi, 
pour tout a € G, il existe a € G tel 
que a’a = aa’ = e. 


ils des groupes ? 


(1) 


(N; +) 
(Z; +) 
(Z; x) 
(Q; x) 
L'ensemble des nombres irrationnels, 


noté I, muni de la multiplication 
(autrement dit, (R \ Q; x). 


O 


0O 


O 


oO 


G Er E E 


O 


6. 
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TABLE D'UN GROUPE. La table ci-dessous donne 
quelques informations sur la table de la loi L d’un 
groupe G, ayant quatre éléments, a, b, c, et d. Quel 
est l’inverse de b pour la loi L ? 





(1) a O 
(2) b O 
(8) e O 
(4) d o 

0O 


(5) La table ne permet pas de déterminer 
quel est l'inverse de b. 


SOUS-GROUPES. Soit (G;x) un groupe, d’élément 
neutre e, et soit a € G. Les ensembles suivants sont- 
ils des sous-groupes de G ? 


(1) Une partie non vide H de G qui est [] 
stable et commutative pour la loi x. 
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(2) Le centre de G, c’est-à-dire l’ensemble [] 
des x € G tels que, pour tout y € G, 
on ait rwy = yk. 

(3) Une partie H de G, qui est finie, non [] 
vide et stable pour la loi x. 


(a) { a” ne } U {e} oO 
(5) {axzx| re G}. g 
PERMUTATIONS. On note S. l’ensemble des 


n 
permutations de {1;2;..;n}, et (2:2%:..:;x,) la 
permutation cyclique ņ > m»... g, >r. Comment 
peut-on finir la phrase "Tout élément de S, peut 
s’écrire comme composée d'éléments de 
l’ensemble ..." 


(1) des transpositions. g 
(2)  {(1;2) ; (1;3) ; … ; (Ln)} o 
(3)  {(1;2) ; (2;3) ; … ; (n-Lin)} g 
(4)  {(1;2) ; (1;2;3;...;n)} go 
(5) w (334) ; … ; (2p-1;2p)}, si QO 


SOUS-GROUPES DE Z ET DE R. On considère Z et R 
munis de leur structure de groupe pour laddition. 
Quelles sont les propriétés de leurs sous-groupes ? 


(1) {-1:0;1} est un sous-groupe de (Z;+). [C] 


10. 


(2) 
(3) 
(a) 
(5) 
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Si ne N, nZ est un sous-groupe de 
(Z;+). 


Si A est un sous-groupe de (Z;+), il 
existe n € N tel que A = nZ. 


Si A est un sous-groupe de (R;+), il 
existe x E€ R} tel que A = Zr. 


Ee EE w 


Si A est un sous-groupe de (R;+), tout 
intervalle de R contient un point de A. 
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RACINES. Soient U l’ensemble des nombres complexes 
de module 1, n un entier > 1, et U,, l’ensemble des 


. PEN , 42 
racines n-ièmes de l’unité. 


2ikr 


Pour tout k, on pose 


z, = e” . Que peut-on dire des z de U et de U, ? 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


(5) 


Tout élément de C admet exactement [] 
n racines n-ièmes (distinctes). 


U,„ est un sous-groupe de U qui est un 
sous-groupe de CĂ. 

Pour tout 2, € U,, il existe p € {1; 2; 
…; n} tel que z, = 2%. 

Pour tous 2, et z€ U,, il existe 
p € {1; 2; ...; n} tel que z, = 2. 


q 


Es ER EE 
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Nombres complexes 
(Résultats p. 141) 


On utilise dans ce QCM les notations normalisées : 2) désigne 


la partie imaginaire de z, R2) désigne la partie réelle de z, etz 
désigne le complexe conjugué de z. 


a+ -0-4 
(EDER ED] 


Quelles sont les affirmations exactes ? 


1. Soit z= 


je ma = - 
(2) al) - 


(3) 5 -2V2 
2V2 -5 
(1) z-e a-i B 
(1 + +(2 +5 
- 2arg(1 +25) = 3 arg(1 Š ì O 
Bargli + i) - Zargl2 + i) 


ole D|= 


= 1 








5 
CS 


2. MODULES. Soient u, v, et w trois nombres complexes 
de module 1. Quelles sont les relations correctes ? 


(1) Juv + vw + wul = |u +v + u O 


(2) 
(3) 
(4) 


(5) 


Nombres complexes 


Juv + vw + wul < lu + v + wl 
Juv + vw + wul > |u +v + u 


2 Ju + + u? 


[uv + vw + wul 
u+tv+wl 


Juv + vw + wul =j + 0? + url 


[3 


17 


Quelle est la signification géométrique de la relation 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


la + aP + la- zP = (la + la)? 


L’aire d’un triangle est égale au demi- 
produit de la base par la hauteur. 


L’aire d’un parallélogramme est égale 
au demi-produit des longueurs des 
diagonales. 


Dans un losange, les diagonales 
découpent quatre triangles dont les 
aires sont égales. 


La composée des symétries vectorielles 
par rapport à deux droites est égale à 
la rotation vectorielle dont l’angle est 
le double de langle de ces deux 
droites. 


Dans un parallélogramme, la somme 
des carrés des diagonales est égale au 
double de la somme des carrés des 
longueurs de deux côtés adjacents. 


Soient E et F les demi-plans ouverts supérieurs et 
inférieurs, 
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E= fzec] a) > 0}, et F = {ec (2) < o}. 
Soient a, b, c, et d € R* tels que ad — be < 0. Soit 
az +b 


enfin f l’application définie par f(z) = ; 
cz+d 





Quelles sont les propriétés de f ? 


(1) fest une application C — C. 
(2) fr est une application E — F. 
(3) fr est une application F > E. 


(4) fr est injective. 


ERSSSSR EO 


(5) fr est une surjection F > E. 


Quelles sont les formules exactes, lorsqu’elles sont 
définies ? 


(1)  sintx cosx O 


= > (cos7x + COST + 3cos3z - 3cosa) 


2 AE EK 

(2) sr COST 1 4 loinge 
sing - cosx 

(3) sin3z _ COST _ 2 








singz cosg 


(4) 


tan(x +y+ 2) 


z tanz + tany +tanz 
1l -tanz tany -tany tanz - tanz tanx 


T. 


(5) 


Quel est l’ensemble 
des nombres complexes 
z vérifiant 
z+l-2i| _ 1? 
AE 





(1) 


(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
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sin4z + sin2x 
cosdx + cos2x 


= tanx E 





Le cercle dont un 
diamètre a -1+2: 
et 1+2 comme 
extrémités. 





O 


La droite passant par -1+2i et 1+i, [] 
privée de 1+1. 


La droite médiatrice du segment [] 
d’extrémités —-1+2: et 1+1. 

L’ellipse dont -1+22 et 1+2 sont les g 
foyers. 


L’hyperbole de foyers -1+2 et 1+i. g 


Quel est l’ensemble des nombres complexes z vérifiant 


PEE 
z-5+2i 
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(1) Le cercle dont un diamètre a 3 et 5-25 [] 
comme extrémités. 


(2) La droite passant par 3 et 5-2, privée [] 
de 5-21. 


(3) Le demi-plan ouvert contenant 0, [C] 
délimité par la droite passant par les 
points 3 et 5-21. 


(4)  L’ellipse dont 3 et 5-21 sont les foyers. [C] 


(5) L’intervalle ouvert d’extrémités 3 et [] 
5-21. 


Quel est l’ensemble des nombres complexes z vérifiant 
z+2 22i ER? 
2-21 


(1) L'intérieur du disque dont le segment [] 
d’extrémités -2-3i et 21 forme un 
diamètre. 


(2) Le cercle dont le segment d’extrémités 
—2-31 et 2i forme un diamètre, privé 
du point 2i. 


(3)  L’ellipse de foyers -2-31 et 21. g 
(4)  L’intervalle ouvert dont les extrémités [] 
sont -2-31 et 2i. 


(5) La médiatrice du segment reliant [] 
—2-31 et 21. 


Soit a un complexe tel que R(a) > 0. Quel est 
l’ensemble des complexes z tels que 


10. 
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TTE Z? 











atz 


(1) Le demi-plan droit ouvert. 
(2) Le demi-plan gauche ouvert. 
(3) Le demi-plan supérieur ouvert. 


(4) Dintérieur du disque de rayon R(a). 


ega EE ENE 


(5) D’extérieur du disque de rayon R(a). 


FORMULES DE MACHIN ET CIE. La formule de Machin 
(prononcer "Mètchinn"), 

I = 4arctan Le arctan ED 

4 5 239 
est un exercice de trigonométrie aussi traditionnel que 
pénible. Si l’on utilise les nombres complexes, la 
vérification de la formule devient facile, puisqu'elle se 


déduit immédiatement de légalité 


(5-"(1+:) = (24-101) (1 +5) = 4(239 - à) 
en identifiant les arguments des différents membres. 


Chacune des assertions suivantes propose d’abord une 
identité en nombres complexes, puis une relation 
trigonométrique reliée à l’identité par un symbole 
d’implication. Quelles sont les assertions donnant 
deux égalités correctes et telles que la relation 
trigonométrique se déduise bien de l'égalité 
complexe ? 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


QCM n°5 


le = 5(1+) 


arctan 1 + arctan 1 T 

2 3 4 
(2 + :)(5 + Ì8 +) = 65(1 +à 
=> 


arctan 1 + arctan 1 + arctan | = T 
2 5 8 

(3 +à (7 +i) = 50(1 + 

> 


2arctan s + arctan 1 = 
3 7 


T 

4 

(7 + "(79 +3 = 50 x125œ (1 +) 
=> 


5arctan} + 2arctan?. as 
7 79 4 
(70 + :)(99 - i) = 29(239 + i) 
=> 
1 1 1 


4arctan= - arctan— + arctan— = 
5 70 99 


2 
4 
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1. Quelle est l'identité remarquable illustrée par la figure 
ci-dessous ? 





(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


& + ab = a(a + b) 
& — ab = afa — b) 
& — 2ab + P = (a- b? 
& + 2ab + V’ = (a + b? 


@ -b = (a- b)(a + b) 


Polynômes 
(Résultats p. 153) 


o0oaooi0og0oag 
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Soit f une fonction polynôme réelle vérifiant 
f(æ+1) = f(x) pour tout réel x, et f(3) = 5. Que vaut 


fa)’ 


(1) Les informations de énoncé ne 
permettent pas de répondre à la 
question. 


(2) 35 


(5) 5 


a 0: 0- 0 


FORMULE DU BINÔME ET COEffCIENTS BINOMIAUX. Le 
développement de (1 + 1)" par la formule du binôme 
permet d'établir la relation 

a 

ro (k 
Chacune des assertions suivantes propose un calcul 
suivi d’une relation de récurrence sur les coefficients 
binomiaux. Quelles sont les assertions suggérant une 
formule correcte qui se déduit effectivement du calcul 
indiqué ? 


(1) Le développement de (1 -— 1)” conduit [] 
à la relation 


5 Ouh se 


k=0 


4. 
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(2) Le développement de [] 
zla +1) -(1- 1)”] conduit à la 
relation 


> i a 


kæ 


(3) La comparaison des termes en x” dans [] 
le développement des deux membres 
de légalité 
(1 +a}? (1 +a)? = (1 +a)" 
conduit à la relation 


aP 


(4) La dérivation, effectuée pour z= 1, [] 
du développement de (1 + x)” conduit 
à la relation 


5 e(z) = n2%1. 
ro \k 


(5) L'intégration, sur lintervalle [0;1] du [] 
développement de la fonction 
xz (l +z)” conduit à la relation 


5 1 (n) 281 
k=0 k+1\k n+l l 





FORMULES DU BINÔME fiNIES ET INfiNIES. La formule 
du binôme donne le développement de (a + b)". 
Quelle est la formule qui donne le développement de 


A=(l+z+r+é+….+x)? 
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(1) 


(3) 
(4) 


(5) 
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2n 
A=} (k+1)# 
k=0 
A =1l+T+e + +... +2" 
A =1+2m +0 +920 +... +R + 
A =1+2x +32 +46 +... + nat 


+(n+1)2 + nat +(n-1)27? 
RO CDI CP 


A = 5 (k +1) (af + a7) 


A quelle condition le polynôme réel 


P(a) = 2 + æ + rl 


est-il divisible par 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


Qla) = ++ +r+17? 


P est divisible par Q si n est un 
multiple de 5. 


P est divisible par Q si n est congru à 
1 modulo 5. 


P est divisible par Q seulement si n 
n’est pas divisible par 5. 


P est divisible par Q seulement si n 
est congru à 3 modulo 5. 


P est toujours divisible par Q. 


AE; o0 


O 


EN ET AE EE NIE 


6. 


EQUATIONS  PALINDROMIQUES. 


Polynômes 


équation polynomiale est palindromique 


coefficients sont les mêmes quand on lit de gauche à 
droite, ou de droite à gauche. 
équation palindromique du quatrième degré est de la 


forme 


af + b + c£ + br + a = 0. 


Quelles sont les propriétés de ces équations ? 


(1) 


(3) 


(a) 


Le changement de variable z = x + l L 
x 


transforme une équation palin- 
dromique du quatrième degré en une 
équation du second degré en z que 
lon peut résoudre pour en déduire 
ensuite x. 


Une équation du quatrième degré 
quelconque, 

É + GP + OP + QE + CG = 0 
peut être transformée en une équation 
palindromique par le changement de 


variable x = v-ia. 

Toute équation du cinquième degré 
D + GF + GP + OP + Cr + O= 
0 


peut être transformée en une équation 

palindromique puis résolue grâce au 

changement de variable x = y- 1 Cii 
5 


-1 est racine de tout polynôme 
palindromique de degré impair. 


On dit qu'une 


Par exemple, une 
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(5) Si P est un polynôme palindromique g 
de degré pair, 2n, on a 


P(a) = # A) 


Soient n et keN, k22. On pose 
P{(x) = 2”? - kx + 1. Combien le polynôme P, a-t-il 
de racines dans l'intervalle ]0;1[ ? 


(1) Osik=2,1sik>2. g 

(2) 0 si k< n+2, 1 si k= n+2, 2 si [] 
k > n+2. 

(3) 1sik< n42, 2 si k> n+2. go 


(4) 1, dans tous les cas. 


O 
(5) 2, dans tous les cas. g 


Que peut-on affirmer de la division de 


P(X) = aX" +bX"1+1 (n> 1) 


par Q(X) = (X +1} ? 
(1) P n’est jamais divisible par Q. g 
(2) P est toujours divisible par Q. g 


(3) P est divisible par Q si et seulement [] 


n 


si a = (1) (n -1) et b = (1) n. 


(4) 


(5) 


Polynômes 


Lorsque P est divisible par Q, le 
quotient de P par Q vaut 


1+2X +3X? +... +(n-1) X2 


Lorsque P est divisible par Q, le 
quotient de P par Q vaut 


1-2X +3% -... +(-1) *(n-1)x72 


Quelles sont les propriétés du polynôme 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


P(X) = (X-2} - X? 


P est un polynôme de degré 5. 


Dans le plan complexe, les racines de 
P sont alignées sur la droite 
d’équation x = 1. 


Dans le plan complexe, les racines de 
P sont alignées sur la droite 
d’équation y = 1. 


Les racines de P ont des arguments de 


la forme 8 = a|: À) k=1,...,4. 


P(X) [x -2x ea) 


x yox + 20-4V5 
15 
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0O 


0O 
E 


0O 


0O 


E 
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10. EQUATIONS FONCTIONNELLES. Quelles sont les 
affirmations correctes ? 


(1) Le polynôme nul est l’unique [] 
polynôme P vérifiant 
VzeR, VyeR, P(x+y) = P(x) P(y). 


(2) Le polynôme nul est l'unique g 
polynôme P vérifiant 
VzER, VyER, P(xy) = P(x) P(y). 


(3) Le polynôme nul est Punique [] 
polynôme P vérifiant 
VzeR, VyeR, P(x+y) = P(x) + P(y). 


(4) Le polynôme nul est l'unique [] 
polynôme P vérifiant 
VzeR, VyeR, P(xy) = P(x) + P(y). 

(5) Le polynôme nul est l'unique [] 


polynôme P vérifiant 
VzeR, VyeR, P(x-y) = P(x) P(y). 
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1. 


Espaces vectoriels 
(Résultats p. 165) 


SOUS-ESPACES VECTORIELS. Parmi les assertions 
suivantes, lesquelles sont suffisantes pour qu’une 
partie F d’un espace vectoriel E sur un corps 
commutatif K soit un sous-espace vectoriel ? 


(1) F est un sous-groupe additif de E tel [] 
que, pour tout n € N, et tout re F, 
on ait ng € F. 


(2) Fest une partie de E telle que, pour [] 
tout x et tout y € F, et pour tout 
AE K,on ait z+ yE F. 


(3) F est une partie non vide de E telle [] 
que, pour tous x et y E€ F, et tout 
aE K,onaitr+yeFetareF. 


(4) F est une partie non vide de E telle [] 
que, pour tous x et y € F, et tous a et 
BE K, on ait az + By E€ F. 


(5) F est une partie non vide de E telle [] 
que, pour tous x et y E€ F, et tout 
a E K, on ait xz + ay E F. 
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EXEMPLES DE SOUS-ESPACES VECTORIELS. Les 


ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels 
de R? ? 


(1) 
(2) 


(a:b:0): a, ber} 


< 


(a; b; o) : a>0, b, ER} 


3 


(a: b; deR:a+b+e-0) 


À 


(4) 
(5) 


(a;b: .dER: d+F+e <1} 


5 
EE E 0 


-{ 
= (í 
OE 
{ 
- (í 


(a; b; deg} 


5 


OPÉRATIONS SUR LES SOUS-ESPACES VECTORIELS. 
Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatif 
K, F, G, deux sous-espaces vectoriels de E, et (H)ier 
une famille non vide de sous-espaces vectoriels de E. 
Quelles sont les opérations valides pour former des 
sous-espaces vectoriels ? 


(1)  L'intersection : N H, est un sous- O 
icl 
espace vectoriel de E. 


(2) Le passage au complémentaire : F° est go 
un sous-espace vectoriel de E. 


(3) La somme : g 
F+G = {xr€E:3J3yeFNIzEG, x=y+2} 


est un sous-espace vectoriel de E. 


(4) 
(5) 


COMBINAISONS LINÉAIRES. Les affirmations suivantes 


Espaces vectoriels 


La différence ensembliste : FN G est go 


un sous-espace vectoriel de E. 


La différence algébrique : 
F-G={y-2:yer,2eG} 
est un sous-espace vectoriel de E. 


sont-elles correctes ? 


(1) 


(2) 


(3) 


Le vecteur u = (2,-5:;:3)cR? est u 


combinaison linéaire des vecteurs 
v, =(1,-3;2), w =(2,-4;-1) et 
v, =(1,-5;7). 
Le polynôme réel P(X) = X +4X -3 
est combinaison linéaire des 
polynômes 

Q(X) =X +2X+5 


R(X) = 2¥ -3X 
et S(X) = X +3. 
3 1 
La matrice A= | est 
1 -2 





combinaison linéaire des matrices 


1 1 0 j 

, C= ; et 
1 1 : 1 

0 2 

0 -1 


B= 
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(a) 


(5) 
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Tout vecteur de R° est combinaison [] 
linéaire des vecteurs e = (1:2:3), 
e = (0;1;2) et e = (0;0;1). 
Le plan z = 0 de R? est engendré par g 
v= (2;3;0) et w = (ki } 

6 4 


DIMENSION ET INTERSECTION. Soit E un espace 
vectoriel de dimension 7, et soient V et W deux sous- 
espaces vectoriels de dimensions respectives 4 et 5. 
Est-il possible que V N W soit de dimension 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


EA SEke NE 


RÉSOLUTION DES SYSTÈMES D’ÉQUATIONS. On 
considère un système de n équations à p inconnues, 


P 
E aut = bp (k = 1, 2,..,n). 
i=1 


Quelles sont les manipulations valides pour résoudre 
ce système, et quelles sont les situations possibles ? 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 


(5) 


OPÉRATEURS NILPOTENTS. 


Espaces vectoriels 


Si l’on arrive à des équations de la 
forme 

(2) T= C T, = Cp 
par des combinaisons linéaires des 
équations de départ, le système (2) 
fournit les solutions du système de 
départ. 


On peut remplacer une équation du 
système par une combinaison linéaire 
des autres équations sans changer la 
nature du système. 


Le système ne peut admettre une 
solution unique que si n = p. 


Si le nombre d’équations est 
strictement inférieur au nombre p 
d’inconnues, le système admet une 
infinité de solutions. 


Le système est impossible seulement si 
Pun des vecteurs lignes (a;) est 
combinaison linéaire des autres 
vecteurs lignes. 


O 


O 


0O 
E 
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Soient E un espace 


vectoriel de dimension n, et f une application linéaire 
nilpotente E — E, c’est-à-dire une application linéaire 
telle qu’il existe un entier p tel que f? = 0, et que 
fP” + 0 (On dit que p est l'index de f). Quelles sont 
les propriétés de décomposition de f ? 


(1) 
(2) 


Si Ker f! = Ker f, alors q > p. 


Si Imf? = Imf™, alors q > p. 


O 
E 
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(3) 


(a) 
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Si %, D, +, Zp SOnt des vecteurs de E [7] 
tels queff”(x);f (a): f(x) 


soit une famille libre, alors 
(aa) PE); a) 
SPE) ii Eni fr(2,)) 


forme aussi une famille libre. 


Il existe une base de E dans laquelle [] 
la matrice de f est de la forme 


-0 

-0 
00010 
0 1 
0 + 0 


PIN. gO 


Soient U et V deux espaces vectoriels sur R, et H un 
sous-espace vectoriel de U. Soient f une application 
linéaire U — V et fy sa restriction à H. 


Que peut-on dire de fy? 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


fr est une application linéaire H — V. g 
Ker fy = Ker f g 
Ker fy = (Ker f) N H g 


Im fa = f(H) O 


10. 
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(5) Imfy= Imfn (H) O 


ENDOMORPHISMES DE RANG 1. Soient E un espace 
vectoriel, et f un endomorphisme de E de rang 1. 
Que peut-on dire de f ? 

(1) vreE, HER f(x) = X{(x) 
(2) ER, vreE, f(x) = AKo) 


(3) fest un projecteur. 


EE OT EI 


4) f-Idp est un isomorphisme de E. 
E 


(5) Il existe des applications linéaires 
g € L(R;E), et h € L(E;R) telles que 
f=hog. 


Soient E un espace vectoriel, et F un espace vectoriel 
de dimension finie. Soient fe L(E;F), et 


V;= {g € L(F;E) : fo gof=0} 
Que peut-on dire de fet de V,? 


(1) V; est un sous-espace vectoriel de 
L(F;E). 


(2) Si V;= L(F;E), alors f est bijective. 
(3) Si V;= {0}, alors f est injective. 


(4) Si V;= {0}, alors f est surjective. 


EME EN EP El 


(5) Si E est de dimension finie, alors 
V;= {0}. 
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Matrices 
(Résultats p. 176) 
1. Quelle est l'écriture développée de la matrice 


((-1)5 t ilga 192 ? 


(E pos O 
4 
1 
(2) (013421) O 
(3) 


BE fory 


2 2 
-3 3 


i 
| 
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2. CALCUL DE COÛT. Une société fabrique trois produits 
À, B, et C dans quatre usines W, X, Y, Z. Le coût 
de fabrication de chaque produit est le même dans 
chaque usine, et fait intervenir trois ressources R, S et 
T . Le tableau suivant donne le coût unitaire : 





Les quantités de chaque produit fabriquées chaque mois par 
les différentes usines, sont données par le tableau suivant : 





Les matrices peuvent-elles être utilisées pour calculer le coût 
annuel dépensé, pour chacune des ressources R, Set T dans 
chaque usine. ? 


(1) Les matrices n’ont rien à voir avec le [] 
problème. 
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(2) 


(3) 


(a) 
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Pour calculer le coût, on additionne go 
les vecteurs colonnes de la matrice de 
coût, ce qui donne 


1+2+3 6 
C, =|4+3+2|=|9 
5+7+4 16 


On additionne ensuite les vecteurs 
lignes de la matrice des quantités de 
fabrication, ce qui donne 


F, =(20 +20+10 30+12+50 40+13+50 45+70 +5) 
=(50 92 103 120) 

On effectue enfin le produit 12 C} F}. 

On élève à la puissance 12 la matrice [] 


de coût, ce qui donne 
12 


123 
C, = C =|4 32 
5 7 4 
On effectue ensuite le produit C, F, où 
F est la matrice de fabrication, 
20 30 40 45 
F =|20 12 13 70 
10 50 50 5 


On effectue le produit 12CF, où Cest [] 
la matrice de coût définie en (2), et où 

F est la matrice de fabrication définie 

en (3). 


(5) 


MATRICES REMARQUABLES. Quelles sont 


Matrices 


On calcule (CF)”?, où C est la matrice [] 


de coût définie en (2), et où F est la 
matrice de fabrication définie en (3). 


définitions correctes ? 


(1) 
(2) 


(4) 


(5) 


Une matrice est dite carrée si chacun 
de ses coefficients est un carré. 


La matrice inverse de la matrice 
A = (a;)i<icn1<j<p eSt définie si chacun 
des ay est non nul; c’est la matrice 
(1/a;)i<icnisjsp 

La matrice identité d'ordre (n;p), 
notée Id,,, est la matrice 
(ahicieni<j<p définie par a; =1 si 
Une matrice est dite antisymétrique si 
elle est égale à la transposée de son 
opposée, ou si elle est égale à 
l’opposée de sa transposée. 


Une matrice à coefficients dans C est 
dite hermitienne si elle est égale à la 
transposée de sa matrice conjuguée. 
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MATRICES DE PERMUTATION : On appelle matrice de 
permutation toute matrice dont les coefficients valent 
0 ou 1, et qui a exactement un 1 sur chaque ligne et 
chaque colonne. Que peut-on dire de ces matrices ? 


(1) 


Les matrices de permutations sont des [] 


matrices d’isomorphismes. 
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(2) Toute matrice d’isomorphisme est une 
matrice de permutation. 


(3) Les matrices de permutation sont 
appelées ainsi parce que ce sont les 
matrices associées aux applications 
linéaires qui effectuent des 
permutations des vecteurs de l’espace 
vectoriel. 


(4) Une matrice de permutation est 
forcément une matrice carrée. 


(5) La transposée d’une matrice de 
permutation est égale à son inverse. 


DÉCOMPOSITION EN BLOCS DE MATRICES. 
sont les affirmations correctes ? 


(1) Si deux matrices de même taille A et 
B sont décomposées en blocs sous la 


forme 
À, À B, B. 
A Z 1 2 et B 2 1 2 
A; A, B, B, 


le produit AB est donné par 


3 








es A,B, +4,B, AB, +4,B, 
| 4,B, +4,B, A,B, + A,B, 


où A,B, …, A,B, sont les produits 
des blocs. 


Quelles 


E 


(2) 


(3) 


Matrices 


Si À est une matrice décomposée en 














A, À, 
blocs sous la forme A = , la 
À, A, 
transposée de À s’écrit 
TEn ʻA, ‘4, 
t À, t À, 
Si À est une matrice décomposée en 
A, À, 
blocs sous la forme À = s 
A; A, 
AŸ À, 
l'inverse de À est A7 = 
A; À; 


Soit À une matrice carrée inversible 
décomposée en blocs sous la forme 


2 À, 
À, 4 
des matrices carrées inversibles de 
même taille. On suppose que À, A), 
…, À, admettent une décompostion 
de la forme A = LU, À; = LU, …, 
A, = LU, où L, Li, …, L, sont des 
matrices triangulaires unipotentes 
inférieures, et où M, M}, …, M, sont 
des matrices triangulaires supérieures. 


Alors, 


L, L, M, M, 
L = et M = ; 
L, L, M, M, 


| où Á; …, À, sont 


43 


0 


E 


44 QCM n°6 


(5) Une matrice carrée À décomposée en [] 
blocs carrés sous la forme 
À, A, 
A= , est diagonale si et 
À, À 
seulement si chacun des blocs A}, …., 
A, est diagonal. 


010 
6. Soit M la matrice |0 0 1|. Que vaut M? ? 
100 


(1) a 


4 
“fi | 
“fil 

4e 


(4) 
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rss 0O 


0 01 
010 


On munit R,[X] de la base B = {1; X; X}, et l’on 
considère l'application 

RIX] >R[X] 
UE pis(1 - X) P(0) +2X (1 - A) + XP(1) 
et la famille C = {(1-X?); X(1 - X); X}. Quelles 
sont les affirmations correctes ? 


(1) Cest une base de R,[X] gð 


(2) La matrice M}{u) de u dans la base B [7] 
est donnée par 


P(0) -2P(0) P(0) 


Mu) =| 0 2H) 2H) 
0 o0 P 


(3) La matrice Q, de passage de Bà C [] 


est inversible, et s’écrit 


1 0 0 
Q=|2 1 0). 
1 1 1 
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(4) La matrice de u dans la base C'est C] 


1 0 0 
1 1 1 
Mdu) =|3 33 
0 0 1 


(5) La matrice Mu) de u lorsque [] 
l’espace de départ est muni de la base 
B, et l’espace d’arrivée de la base C 
est définie par Mg clu) = Molu) Q. 


DANSEZ MAINTENANT : «Lors d’un rallye où se 
trouvent réunis n filles et n garçons, chaque fille a été 
présenté à k garçons, et chaque garçon a été présentée 
à k filles (k > 1). Ils vont tous danser. Est-il possible 
de former des couples de telle façon que chaque garçon 
et chaque fille danse avec quelqu'un qui lui a été 
présenté ? » 


Ce problème important a été résolu en 1950 par 
König. Parmi les assertions suivantes, quelles sont 
celles qui peuvent être utilisées à différentes étapes de 
la démonstration du résultat de König ? 


(1) 


(2) 


(3) 
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Le problème n’a généralement pas de [] 
solution, et létude de la matrice 


01100 
00110 
01010 
10001 
10001 


le montre. 


Si M est une matrice carrée nx n [] 
dont les coefficients valent 0 ou 1, et 
telle que la somme des termes sur 
chaque ligne et sur chaque colonne 
soit constante, égale à k, alors, M 
s'écrit comme somme de k matrices de 
permutation. : 


M = P +P,+.. +P, 


Une matrice à coefficients entiers [] 
positifs est somme de matrices de 
permutations si et seulement si elle 

est inversible. 
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(5) 


QCM n°6 


Soit E un ensemble, et F}, Fa …, F, 
des parties de E. Les deux 
affirmations suivantes sont 


équivalentes : 


— Il existe n éléments distincts deux 
à deux q, &, …, a, de E tels que 
@ EF, ME F, ap E Fn; 

— Pour toute combinaison {ġ;ń; 
jip} d'éléments de {1;2;..;n}, 
p € {1;2;...;n}, S,US,U..US, a au 


. 212 
moins p éléments. 


Le problème a une solution, car si 
cinq points du plan n’ont pas trois 
points alignés, quatre de ces points 
sont les sommets d’un quadrilatère 
convexe. 


0O 


MATRICES DE M,„(R,) INVERSIBLES DANS M,(R,). 
Soit A l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à 
coefficients dans R,, inversibles, et dont l'inverse est 
aussi à coefficients dans R}. Que peut-on dire de À ? 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 
(5) 


A =Ø. 
A est un sous-espace vectoriel non 
vide de M,(R). 


A est non vide et est stable par 
produit. 


A contient lensemble des matrices de 
permutations (carrées d’ordre n). 


A est égal à l’ensemble des matrices 
de permutations (carrées d’ordre n). 


O 


EE E E 
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10. EXEMPLES DE MATRICES INVERSIBLES. Parmi les 
matrices suivantes, à coefficients réels, quelles sont 
celles qui sont inversibles ? 


(D) (13 2 3 4 5 go 
» Sa 5 6 
3 LET 
& 5 ETP g 
5 6 7 g8 F 
(2) A, matrice carrée d'ordre n telle qu'il [] 


existe une matrice carrée d'ordre n, B, 
telle que AB = Id, 


(3) A=(aicicnicsen avec, pour tout à, [] 
1<i<nl|a >$ | azl- 
Fmi 
(4) o 
a-b, a-b, a-b, a-b, 
a-b, a-b, a-b, a-b, 
a-b, a-b, a-b, a-b, 


a-b, a-b, a-b, a,-b, 


avec d+ta+ta+d=l, 
et D tbl 
(5) 
1 cosa cos2a -— cos(n-1l)æ 
cosœ cos20 cosa = COSnaA 
cos2a  cos3a cos4a + cos(n+l)a 


cos(n-l)a cos(na) cos(n+1)a - cos(2n-1)a 
avec à € {kr : k E€ Z}. 
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Réduction des endomorphismes 


(Résultats p. 185) 


1. Soient, pour tout n € N’, F, l’ensemble des fonctions 
R — R de période n, et P, l’ensemble des suites réelles 
de période n. Les affirmations suivantes sont-elles 
exactes ? 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


(5) 


F, et P, sont des espaces vectoriels. g 
F. 2 + F. 3 = Fe g 


Fp +A = F,@ F, si p et q sont [] 
premiers entre eux. 
U P,et |J F, sont des espaces 0O 


neN nen 
vectoriels. 


Les suites (F,) et (P,) sont [] 
croissantes. 


2. APPLICATIONS LINÉAIRES COUPLÉES. Soient E un 
espace vectoriel de dimension finie sur un corps 
commutatif K, et fet g deux endomorphismes E —> E. 
Comment ces deux applications peuvent-elles être 
reliées ? 


(1) 


Il est possible d’avoir O 
fog- gof = Idg. 
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(2) Si fog = gof = 0, f est le projecteur [] 
sur Kerg parallèlement à Img, et g est 
le projecteur sur Kerf parallèlement à 
Imf. 

(3) Si, pour tout x € E, il existe X, € K [] 
tel que g(x) = ^, f(x), alors il existe 
x E K tel que g(x) = X f(x). 

(4) Si fog = gof, tout vecteur propre de [] 
f est aussi vecteur propre de g. 

(5) Si fog=gof, g est inclus dans [] 
l'algèbre d’endomorphismes engendrée 


par f, c’est-à-dire s'exprime en 
fonction de Id;, de f, … de P. 


VALEURS PROPRES. Soient a, b et c trois réels non 


a 
nuls, U =|bl{et v-f: 1 1). Que peut-on dire 
a b c 


c 
des valeurs propres des matrices formées à partir de 


U, V,'Uet'V? 


(1) Les valeurs propres de UV sont 0, 0 [] 
et 3. 


(2) 3 est l’unique valeur propre de VU. g 


(3) Les valeurs propres de ‘VV sont 0, 0, [] 
et 1 + 1 + 1 
a c 
(4) Les valeurs propres de (UV) UV sont [] 
0, 0 et 9. 
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(5) Les valeurs propres de (UV) UV sont [] 
0, 0 et (a? +? + &) Lel gh 
e P e 


PUISSANCES D’UNE MATRICE. Soient 


0 a æ 


a 


© 


1 
a 
1 
è 
N= 

2 0 


Que peut-on dire de ces matrices et de leurs 
puissances successives ? 


ale 


a € R, et 


(1) M-M+21d E 

(2) N = N+21d E 

(3) -1 et 2 sont valeurs propres de M et g 
de N. 

(9) mwe (-1)°M + HE +2(-1)"]Za, O 

O ma i -clws He nla D 
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EVOLUTION DU CHÔMAGE ET PUISSANCES DE 
MATRICES. Dans une ville dont la population totale 
est stationnaire, on étudie l’évolution de l’emploi, en 
mesurant chaque année à la même date le nombre de 
personnes ayant un emploi, et celui des chômeurs. La 
situation du chômage à la date 0 de mesure est la 
suivante : il y a 10.000 personnes en activité, parmi 
lesquelles 7.000 ont un emploi, et 3.000 sont au 
chômage. L'évolution du chômage d’une année sur la 
suivante se fait selon les règles suivantes : 


— 10% des personnes qui ont un emploi à la date n 
sont au chômage à la date n+1 ; 


— 60% de ceux qui sont au chômage à la date n ont 
un emploi à la date n+1. 


Qu'est ce que les matrices permettent de dire de 
l’évolution future du chômage ? 


(1) Les matrices ne peuvent pas aider [] 
dans l’étude de ce problème. 


(2) Le chômage tend vers une limite non [] 
nulle. 


(3) Le chômage tend vers un cycle de [] 
période 2, c’est-à-dire vers une valeur 
les années paires, et vers une autre 
valeur les années impaires. 


(4) Asymptotiquement, toute la [] 
population sera au chômage. 


(5) Le chômage s’annulera l’année 33. g 
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Si À est une matrice mx n, et si B est une matrice px, 
on définit le produit direct À @ B comme étant la 
matrice mp x nq définie, en matrice-bloc, par 


aB a B + a,B 


AGP Te re NU 


amı B an B m amn B 


Quelles sont les propriétés du produit direct ? 


(1) Si A, Bet C sont trois matrices, et si [] 
A et B sont de même taille, alors 


(a +B) C =(48 0+(B@0 


(2) Si A, B, Cet D sont quatre matrices [] 
de tailles respectives mx n, pX q, nX s, 
et qx t, alors 


(48 B)(Ce D) = (40e (BD) 


(3) Si u est un vecteur propre de la [] 
matrice mx m À pour la valeur propre 
A, et si v est un vecteur propre de la 
matrice nx n B pour la valeur propre 
u, alors u&v est vecteur propre de 
AQ B pour la valeur propre ^p. 


(4) Si u est un vecteur propre de la [] 
matrice mx m À pour la valeur propre 
A, et si v est un vecteur propre de la 
matrice nx n B pour la valeur propre 
u, alors u@ v est vecteur propre de 
A @ B pour la valeur propre AX +. 


(5) 


DIAGONALISATION. 
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Si u est un vecteur propre de la 
matrice mx m A pour la valeur propre 
X, et si v est un vecteur propre de la 
matrice nx n B pour la valeur propre 
u, alors u & v est vecteur propre de 

C = (A & Id,) + (Idm Q B) 
pour la valeur propre X + p. 
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E 


Comment peut-on compléter la 


phrase "Une matrice carrée M d'ordre n est 
diagonalisable..." ? 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


seulement si elle a n valeurs propres 
distinctes. 


s’il existe deux matrices inversibles P 
et Q telles que P MQ soit une 
matrice diagonale. 


seulement s’il existe une famille libre 
de n vecteurs colonnes qui soient 
vecteurs propres de M. 


si et seulement s’il existe une famille 
libre de n vecteurs colonnes qui soient 
vecteurs propres de M. 


seulement s’il existe une matrice 
inversible P telle que P” MP soit une 
matrice diagonale. 


O 
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8. MATRICES DIAGONALISABLES. Quelles sont les 
matrices diagonalisables (sur R) ? 


D fiosa O 
0123 
1000 

(2) 


(3) 


(5) 


| 
Ho, 
k 


10. 
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PROBLÈME DE POPULATION. Dans une population de 
lapins et de fouines, on a observé les faits suivants : 
— Chaque année, le nombre de lapins est égal à 4 
fois le nombre de lapins moins deux fois le nombre de 
fouines de l’année précédente. 

— Chaque année, le nombre de fouines est égal à la 
somme du nombre de lapins et du nombre de fouines 
de l’année précédente. 


Sachant qu’il y a actuellement 100 lapins et 10 
fouines, que peut-on dire de l’évolution future du 
nombre de lapins et du nombre de fouines ? 


(1) Rien : les hypothèses sont [7] 
visiblement incomplètes. 


(2) Si l’évolution de poursuit selon les [7] 
règles énoncées, les deux populations 
augmenteront indéfiniment. 


(3) L'évolution s'arrêtera forcément au [] 
bout de 14 années, lorsque la 
population des lapins se sera éteinte. 


(4) Asymptotiquement, il y aura deux fois [] 
plus de lapins que de fouines. 


(5) Asymptotiquement, il y aura [] 
infiniment plus de lapins que de 
fouines. 


RÉCURRENCE LINÉAIRE. Soit w, le nombre de mots de 
n lettres prises dans l'alphabet {0; 1; 2; 3; 4} et tels 
que deux lettres consécutives diffèrent d’une unité. 
Soient également a,, b, et c, le nombre de ces mots 
qui se terminent par respectivement 0, 1 et 2. Que 
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peut-on dire de ces quatre suites (w,), (a,), (bn) et 
(cn) ? 


(1) Elles satisfont à la relation de [] 
récurrence 


Ww, = a, +b, +C,- 


(2) Elles satisfont à la relation de [] 
récurrence 


w, = 2a, +2b, +C,- 


(3) Elles satisfont à la relation de [] 


récurrence 
Qari F7 b, 
bu s d T Ca * 
Cari z 2b, 


(4) La suite (b,) vérifie b,, = bpa =3. O 


(5) La suite (w,) vérifie [] 
Wp = 3" si n>4. 
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1. 


Statistiques descriptives 
(Résultats p. 200) 


POPULATION ET VARIABLES STATISTIQUES. On relève 
l'opinion, favorable ou défavorable, de 50 élèves des 
classes préparatoires, à propos d’un livre de QCM. 
On note X la variable d’opinion, et x, l'opinion du i- 


ième consommateur interrogé. 


cette expérience statistique ? 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 
(5) 


La population est formée de [] 


l’ensemble des étudiants interrogés. 


La population est formée de tous les 
élèves des classes préparatoires 
concernées par le livre. 


X est une variable quantitative 
continue. 


X est une variable quantitative 
discrète. 


X est une variable qualitative 
nominale. 


Que peut-on dire de 
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REPRÉSENTATION DES DONNÉES. Voici la répartition 
par âge des élèves des collèges et des lycées fournie 
par le ministère de l'Education Nationale en 1989- 
1990 : 


% 


Quels sont les graphiques qui représentent ces 
données ? 


(1) 





Répartition par âge des élèves des lycées et collèges O 


» 
s 
“ 
2 
2 
u 
kad 7 
#4 
2 
w 
0 
. 
4 
2 
L 
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(2) Répartition per âge des élèves des tycées et collèges O 





(3) Répartition par âge des élèves des lycées et collèges O 


1909-1990 





(4) Répartition par âge des élèves des lycées et collèges 0o 


1909-1990 





62 _ QCMn°8 


Répartition per âge des élèves des lycées et collèges O 





3. CARACTÉRISTIQUES DE POSITION. Voici la répartition 
de taille des lycées et collèges en 1989-1990. 


Effectif % dans % dans 
l’ensemble des l’ensemble 
des collèges 
moins de 300 


de 300 à 399 
de 400 à 499 


Quelles sont les caractéristiques de ces deux 
populations ? 


de 500 à 599 





(1) La classe modale des effectifs des [] 
lycées est [900;1499]. 


(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


Statistiques descriptives 


La classe modale des effectifs des 
lycées est [700;899]. 
La classe médiane des effectifs des 
lycées est [600;699]. 
La classe médiane des effectifs des 
lycées est [900;1499]. 


Les quatre quartiles des effectifs des 
collèges sont [0;300[, [400;499], 
[600,699] et [900;1499]. 


Eh ER Etre 
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L'ÂGE DES ÉTUDIANTS. Voici la répartition des âges 
des étudiants des classes préparatoires en 1989-1990 
(données du ministère de l'Education Nationale) 


Nombre 
d’étudiants 
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Quelles sont les caractéristiques de cette population ? 


(1) L’histogramme de cette population est [] 
le suivant 


-8838 





(2) La moyenne d’âge des étudiants est de [] 
18 ans. 


3) La moyenne d’âge des étudiants est de 
y 8 
19,7 ans. 


(4) La médiane de la population est 20 [] 
ans. 


(5) Le mode de la population est 19 ans. [] 


5. PROPRIÉTÉS DE LA MOYENNE ARITHMÉTIQUE. Soient 
(zi)icicn €t (Y;)i<jcp deux séquences? de nombres réels 
(deux "séries statistiques"), et soient z et y les 


s Séquence : suite finie. En statistiques, on parle plutôt de série statistique, mais en 


mathématiques, le terme série peut être ambigu. 
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moyennes arithmétiques de ces deux séquences. 
Quelles sont les propriétés de ces nombres ? 


(1) La moyenne arithmétique de la [] 


séquence ((t)icien: (Yhicjep) réunion 
des deux séries (z;)i<icn €t (Y;)i<jcp est 


égale à la moyenne arithmétique dex 


- T+y 
et y, | 
á 2 





(2) La somme des écarts à la moyenne est g 
nulle : 


n 


Ș (2-3) = 0 


i=1 


(3) La somme des carrés des écarts à la [] 
moyenne est nulle : 


n 


D(a- =0 


i=1 


(4) La somme des carrés des écarts à la [] 
moyenne est minimale : 


n 


D (2-5) ntp (x - aŸ 


i=l aeR | i=1 


(5) Pour tout entier p > 2, la somme des [] 
puissances p-ièmes des écarts à la 
moyenne est minimale : 


n n 


$ (2-77 = aÝ (2 -aY 


i=1 aeR | 51 
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FONCTION D’ÉCART ABSOLU. Soit (x)i<icn une 
séquence (série statistique). Soit fla fonction R — R, 


tr L L |t = z| ; on dit que fest la fonction d’écart 
n izi 

moyen de la séquence. Quelles sont les propriétés de 

cette fonction ? 


(1) Le minimum de f est atteint en 7, la 
moyenne arithmétique des z; 


(2) La fonction f est constante sur tout 

| intervalle I contenant x, la moyenne 
arithmétique des x, et ne contenant 
aucun des z; 


(3) Le minimum de f est atteint en m, [] 
médiane des z; 


(4) La fonction f est constante sur tout [7] 
intervalle I contenant une médiane m 
des x; et ne contenant aucun des z; 


(5) La fonction f est constante sur tout [] 
intervalle I ne contenant aucun des zr, 


FONCTION D’ÉCART QUADRATIQUE. Soit (x;)i<icn une 

séquence (série statistique). Soit fla fonction R — R, 

tr i5 (t-x) ; on dit que f est la fonction 
N iz1 

d'écart quadratique de la séquence. Quelles sont les 

propriétés de cette fonction ? 


(1) Si n=2p, f est constante sur [] 
l'intervalle [æ,; 2,1]. 
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(2) Si n= 2k+1, l’ensemble des [] 
minimums de f est réduit à {æ,,1}. 


(3) Si m est médiane des z, f(m) = 0. g 


(4) Si Z est la moyenne arithmétique des [] 
z, f(x) = 0. 


(5) f est minimale en 7, la moyenne g 
arithmétique des x, 


LE PRIX D’UN LIVRE EST-IL FONCTION DU NOMBRE DE 
PAGES ? Voici un tableau donnant en parallèle le 
nombre de pages et le prix des livres d’un échantillon 
d’une collection d’un grand éditeur scientifique 
parisien (devinez lequel!) : 


Er 


Soient X la variable associée au nombre de pages, et 
Y celle associée au prix. Que peut-on dire de ces 
distributions statistiques ? 





(1) La distribution marginale de X est 
{192 ; 176 ; 192 ; 224 ; 240 ; 96 ; 176 ; 
264 ; 256 ; 320 ; 256 ; 288 ; 320 ; 380 ; 
272} 
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(2) 


(3) 
(a) 


(5) 


QCM n°8 


Le nuage de points de ces données T 
peut être représenté ainsi 





Le coefficient de corrélation de X et 
de Y vaut approximativement 0,8946. 


Une approximation numérique d’une 
équation de la droite de regression de 
Y en X est 


1460,996 
567,982 
Une approximation numérique d’une 


équation de la droite de regression de 
Xen Y est 


z -243,466 = | ) x(y - 122,866) 


1460,996 


y - 122,866 = ES 
4695,182 


) x(z - 243,466) 


Voici les résultats des ventes trimestrielles de cartes à 
puces d’une société qui monte : 





10. 
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On désigne par f(x) la quantité de cartes vendues 
durant le trimestre z. Quelles informations peut-on 
tirer d’un tel tableau ? 


(1) On peut légitimement effectuer un [7] 
ajustement linéaire de f, c’est-à-dire 
approcher f par une fonction de la 
forme x ax + b. 


(2) On peut légitimement approcher f par g 
une fonction de la forme 
x= aln(x) + b. 


(3) On peut légitimement approcher f par [] 
une fonction exponentielle, de la forme 
zab æ. 


(4) On peut légitimement approcher f par [] 
une fonction puissance, de la forme 
rt» a r. 


(5) On peut légitimement approcher f par [] 
une fonction quadratique, de la forme 
ze af + bz +c. 


DL’ÂGE DU GAPFFANE TRAVAILLEUR. Voici un tableau 
donnant les prévisions de l'INSEE concernant le 
nombre des actifs en l’an 2000, en fonction de leur 
âge : 


(20:24 |[25;39] [40:54] |[55;65] 


2956 110933 110571 |1989 


Quelle est la courbe de Gini (1e. la courbe de 
concentration) de cette distribution ? 
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(1) 


(2) 








(3) 


(4) 


(5) 


Statistiques descriptives 
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1. 


Calculs de probabilités 
(Résultats p. 219) 


ESPACE PROBABILISÉ. Les espaces suivants peuvent- 


ils servir d’espace probabilisable pour modéliser le jeu 
de Loto ? 


(1) 


(2) 
(3) 


(4) 
(5) 


L'ensemble des parties à 6 éléments 
de {1;2;...;49}. 


L'ensemble {1;2;...;49}°. 


L'ensemble des suites finies à valeurs 
dans l’ensemble des parties à 6 
éléments de {1;2;...;49}. 

L'ensemble des parties à 7 éléments 
de {1;2;...;49}. 


L'ensemble des suites à valeurs dans 
l’ensemble des parties à 6 éléments de 
{1;2;...;49}. 


0O 


oO 


TRIBUS. Soient Q un ensemble, T une tribu de parties 
de Q, et E une partie propre de Q, c’est-à-dire une 
partie non vide de Q différente de Q. Les familles 
suivantes de parties de Q sont-elles des tribus ? 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


Calculs de probabilités 


EUT, c’est-à-dire la famille des 
parties de Q de la forme EU À, avec 
AET. 


ENT, c’est-à-dire la famille des 
parties de Q de la forme EN À, avec 
AET. 


T°, c’est-à-dire la famille des parties 
de Q de la forme A°, avec À € Q. 


ØU (EU T) U (EU T),c’est-à-direla 
famille de parties de Q formée de la 
partie vide et des parties de Q de la 
forme EU À ou EU A, avec A ET. 


La famille U des parties de Q formée 
de la partie vide et des parties de Q 
incluant soit E soit E°. 
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PROBABILITÉS. Les formules suivantes définissent-elles 
des lois de probabilité sur N ? 


(1) 


(2) 


1 
ninn 





Pour tout n > e, P (n) = 


K 3 cosx _ sinz 
Pao = fiee e-e), 
et, pour tout n > 1, 
2nr + T 
Poe f k „„ COST _ sza) 
A LSS a R 
(n-1)2r + T T r 


2 
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(3) Pour tout n > 0, g 
LORIENT 
avec a R.', p € ]0;1[, et 
DRE 
n nl 
_ (a) (-a-1) $ (-a-n+1) 
(4) Pour tout k < N, T 


P4(H) = CC) 


(a 

n 

où N, met n sont des entiers vérifiant 
n<Netm< N. 


(5) Pour tout k < N, 
_{n\ (m) (N-m),. 
COM er 


où N, met n sont des entiers vérifiant 
n<Netm< N. 


FORMULE DE POINCARÉ. Soient (Q,A,P) un espace 
probabilisé, et E}, E,, …, E; des événements de cet 
espace probabilisé. Pour tout à, 1 < à < 5, on désigne 
par P, l’ensemble des parties de {1, 2, ..., 5} ayant i 
éléments, par Xz, la fonction caractéristique 
(indicatrice) de E, définie par 

l si rE E, 


Xala) EE 
OsixéE, 


et par a; le réel défini par 
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. = E, 
On a donc par exemple 
a, = PE) + PIE) +. + P(E) 
a, = P(E, NE, + PENE,) +... + PIENE) 
a, = AENEN.NE) 


Quelles sont les probabilités correctes ? 


(1) 





5 
UE, =a 


(2) 
fuen : card{i : wEE} =2 )) 
= a -3a, +64, -10a, 


i lue: cardfi:we E} -3}] 
= a - 4a, + 10a 


s Alsen ardfi:weE} al) 
= a +54 


(5) Hfven: crdlitweE} =5}] = j 


EVÉNEMENTS INDÉPENDANTS. On lance n pièces de 
monnaie bien équilibrées (la probabilité ďd’obtenir face 
vaut 1/2), n> 2. Soit A l'événement "Toutes les 
pièces tombent du même côté". Soit B l’événement 
"Au plus une pièce donne face". Que peut-on dire de 
l'indépendance de A et de B ? 
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(1) A et B sont toujours dépendants. g 
(2) A et B sont toujours indépendants. g 


(3) A et B sont indépendants si et [] 
seulement si n = 3. 


(4) A et B sont indépendants si et [] 
seulement si n # 3. 


(5) A et B sont indépendants si et [] 
seulement si n > 2. 


UNE QUESTION CONTROVERSÉE. Un jeu télévisé se 
déroule de la façon suivante : un candidat est face à 
trois portes fermées, A, B et C. Derrière lune des 
portes se trouve une voiture, et derrière les deux 
autres une chèvre. Le candidat choisit d’abord une 
porte, qui reste fermée. L’animateur du jeu ouvre 
alors lune des deux autres portes, derrière laquelle se 
trouve une chèvre, et demande au candidat s’il désire 
changer de choix de porte. Le candidat peut alors soit 
garder la première porte, soit choisir lautre porte 
encore fermée. On ouvre alors la porte qu’il a 
finalement choisie, et il part avec ce qu’il y a derrière. 


On admet qu’au départ, la voiture est placée de 
manière équiprobable derrière lune des portes, et que 
lorsque le candidat a, lors de son premier choix, 
choisi la porte derrière laquelle se trouve la voiture, le 
présentateur ouvre avec la même probabilité lune ou 
l’autre des deux autres portes. 


Le problème est le suivant : Quelle stratégie le 
candidat doit-il adopter pour optimiser ses chances de 
gagner la voiture ? 


Calculs de probabilités 77 


(1) Le candidat doit choisir la porte À, et g 
la garder. 


(2) Le candidat peut choisir n'importe [C] 
quelle porte au départ, mais il doit 
ensuite modifier son choix. 


(3) Le candidat peut choisir n'importe [] 
quelle porte au départ, mais il a 
ensuite intérêt à ne pas modifier son 
choix initial. 


(4) Le candidat peut choisir n'importe [] 
quelle porte au départ, et le fait qu’il 
change ou non son choix n’a pas 
d'effet sur ses chances de gagner. 


(5) Le candidat peut choisir n'importe [] 
quelle porte au départ, mais la 
stratégie optimale qu’il doit ensuite 
adopter est probabiliste : il doit 
changer son choix initial avec la 
probabilité 1/3, et le garder avec la 
probabilité 2/3. 


SQUASH. Les règles du jeu du squash sont les 
suivantes : Le joueur au service gagne le point s’il 
remporte l’échange. Le joueur qui n’est pas au service 
remporte le service s’il remporte l'échange (s’il 
remporte aussi l'échange suivant, il gagne le point). 
Le premier joueur qui arrive à 9 points gagne le jeu, 
sauf si les deux joueurs sont à égalité à 8 points 
partout. Dans ce cas, au moment où l’on arrive pour 
la première fois du jeu à 8-8, le joueur qui n’a pas le 
service doit prendre une décision : ou bien le gagnant 
sera celui qui arrivera le premier à 9 points, ou bien 
le gagnant sera le premier des deux joueurs à avoir 10 
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points. Dans ce dernier cas, reprenant la terminologie 
anglo saxonne, nous dirons qu’il "set". Bien entendu, 
une fois que ce joueur a pris sa décision lors de 
légalité, le choix qui a été fait s’impose jusqu’à la fin 
du jeu. En particulier, celui qui a choisi ne peut plus 
changer d’avis si c’est lui qui arrive le premier à 9 
point ! 


Considérant que si les joueurs sont arrivés à légalité 
à 8 points chacun, c’est qu’ils sont de force 
sensiblement égale, on supposera que chaque joueur a 
une probabilité 1/2 de gagner un échange. Quelle est 
la stratégie optimale du joueur qui doit choisir 
comment sera gagné le jeu ? 


(1) Les deux stratégies sont équivalentes. [7] 

(2) Le joueur a toujours intérêt à choisir [] 
le jeu gagnant en 9 points. 

(3) Le joueur a toujours intérêt à choisir [] 
le jeu gagnant en 10 points. 

(4) Sil a gagné le dernier échange, le [7] 
joueur a intérêt a choisir le jeu 


gagnant en 10 points; sinon il a 
intérêt à choisir le jeu gagnant en 9 
points. 


(5) Sila gagné lavant dernier échange et [7] 
perdu le dernier, le joueur a intérêt a 
choisir le jeu gagnant en 9 points ; 

s’il a perdu les deux derniers 
échanges, il a intérêt à choisir le jeu 
gagnant en 10 points. 


Calculs de probabilités 79 


TROIS ÉVÉNEMENTS INDÉPENDANTS. Trois événements 
indépendants À, B et C ont pour probabilités 
respectives a, b et c. Par ailleurs, on note x la 
probabilité pour que ni À ni B ni C ne se produise, y 
la probabilité pour qu’au moins l’un des trois 
événements À, Bet C ne se produise pas, et enfin zla 
probabilité pour que Cse produise sans que ni A ni B 
ne le fasse. Quelles sont les relations entre a, b, c, x, 
yetz? 








(1) zr=1- abc g 
(2) y=(1-a)(1-b)(1- o) o 
(3) z= c(1- a)(1 - b) g 
(4) nue 0O 
r+z 
© p- -alera o 
az 


CALCULS DE PROBABILITÉS. Soient À, B et C trois 
événements d’un espace probabilisé tels que 
P(A) = 0,4 P(B) = 0,5 
P(C)=0,7  P(ANB)=0,2 
P(BNC)=0,3  P(ANC)= 02 


Quelles sont les probabilités correctes ? 
(1) P(ANBNC) = 0,2 g 


2)  p((ANB)U(BNOU(CNA)) -05 O 
(3) p((ANB)| A) = 0,5 O 


80 


10. 


(a) 
(5) 


PARI. 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


(5) 
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P((ANBNC)| (AUBUC)) = 0,1 


P(AUB| A) = r 


O 
0O 


François propose à Patricia le pari suivant : 
Dans ce jeu de 52 cartes, choisis deux niveaux de 
cartes, par exemple Roi et Dame, puis bats le jeu. 
Je te parie qu’en retournant le jeu, on trouvera 
côte à côte deux cartes appartenant aux deux 
niveaux que tu auras choisis, par exemple un Roi 
et une Dame l’une à la suite de l’autre. Que doit- 
on penser d’un tel pari ? 


François a plus de chances que 
Patricia de gagner le pari. 


Patricia a plus de chances de gagner 
le pari que François. 


François et Patricia ont exactement la 
même probabilité de gagner leur pari. 


On ne peut dire qui a le plus de 
chances de gagner, car cela dépend du 
choix que fera Patricia pour les deux 
niveaux. 


François gagnera forcément, car quels 
que soient les deux niveaux que 
choisira Patricia, deux des cartes 
ayant ces niveaux seront côte à côte. 


000 go 
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Variables aléatoires discrètes 
(Résultats p. 237) 


Si X et Y sont deux variables aléatoires réelles, on note si 
elles existent EX ou E(X) l’espérance de X, Var(X) la 
variance de X, et Cov(X ; Y) la covariance de X et de Y (cf. 
encadré de la page 242). 


2 


DÉPENDANCE, INDÉPENDANCE. Soient X et Y deux 
variables aléatoires telles que (X; Y) prenne les valeurs 


(-1;0), (0;-1), (0;1) et (1;0) avec la probabilité 3 


Que peut-on dire des variables aléatoires X et Y ? 


(1) XY=0. gO 

(2) EX=EY=0. g 

(3) E(XY) = EX EY. n 

(4) Les variables aléatoires X et Y sont [7] 
indépendantes. 

(5) Cov(X; Y) = 0. g 


QUI VA COMMENCER ? Pour déterminer qui va jouer 
en premier, N personnes qui sont assises autour d’une 
table lancent à tour de rôle un dé. Ce dé, peut-être 
pipé, a la probabilité p de produire un 6 lorsqu'il est 
lancé. La personne qui commence le jeu est la 
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première à obtenir un 6. On note X la variable 
aléatoire indiquant la personne qui commence à jouer, 
sachant que l’on numérote les joueurs de 1 à N, dans 
l’ordre des lancers, en donnant le 1 à celle qui lance le 
dé en premier. 


Quelle est la loi de X ? 


(1) X suit une loi uniforme g 
PX=k) =} 1<k<N. 
N 
(2) X suit une loi arithmétique (les [] 


probabilités sont en progression 
arithmétique), 


N+1-k 
NS NN) 7 SN 


(3) X suit une loi binomiale de [] 
paramètres N et p, 


Ax =a) = [hp -p isen. 
(4) X suit une loi de Poisson A g 


AX- = © 





a 1<k<N 


(5) X suit une loi ENE tronquée, [] 


PIX =4}) = ym- p)” 


3. 
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CALCUL DE LOI. On tire deux boules dans une urne 
comportant n boules numérotées de 1 à n (n > 2). 
Soient A et B les numéros des boules tirées, 
X = min{A;B} et Y = max{ A;B}. Que peut-on 
dire des lois de X, de Y et de (X; Y) ? 


(1) La variable aléatoire (X; Y) suit une 
loi uniforme sur {1;2;...; n}. 


(2) X suit une loi uniforme sur 
{1;2;...;n-1}. 

(3) Y suit une loi uniforme sur 
{2;3;... in}. 

(4) Les variables aléatoires X et Y sont 
indépendantes si n = 2. 


(5) Les variables aléatoires X et Y sont 
dépendantes quel que soit n > 2. 


ER E ER EE 


CALCULS DE LOIS. Soient X et Y deux variables 
aléatoires indépendantes de même loi géométrique de 


paramètre p € ]0;1[ (i.e. P(X =k) = p(1 - p) sik €N, 
0 sinon). Quelles sont les lois et probabilités 
correctes ? 


(1) La loi de Z = min(X; Y) est une loi [] 
géométrique de paramètre 1 — p. 


(2) La variable aléatoire go 
T = max(0;X-Y) 
suit une loi géométrique de paramètre 


2 -p 
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(8) P(Y>x) = L Q 
2-p 
(4) La variable aléatoire U = X + Y suit [] 
une loi géométrique de paramètre 
p(l- p). 
(5) Pour tout entier k > 0, et tout entier [] 
naturel non nul q < k, on a 


P(Y=q| X+Y=4) =z 


LE RÉGISSEUR SURMENÉ. Un régisseur de théâtre 
surmené place des costumes dans les loges des acteurs. 
Il place au hasard les n costumes des n acteurs dans 
les loges (n > 2), de telle sorte qu’il y ait exactement 
un costume par loge, et que chacune des n! 
répartitions possibles ait la même probabilité. On 
note X la variable aléatoire donnant le nombre 
d'acteurs trouvant leur costume dans leur loge, et, 
pour 1 < k < n, X, la variable aléatoire valant 1 si 
l’acteur k trouve son costume dans sa loge, 0 sinon. 


Quelles sont les propriétés des variables aléatoires X 
et X, ? 


(1) Les variables aléatoires (X,) sont [] 


indépendantes. 
2 n 
D xp L 
k= 
3 n 
U a o 
k=l 


(4) i go 
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(5) oO 


var[X] = 5 var[X,] = mol 


k=1 n 


LE RÉGISSEUR SURMENÉ (BIS). Un régisseur de théâtre 
surmené place des costumes dans les loges des acteurs. 
Il place au hasard les n costumes des n acteurs dans 
les loges (n > 2), de telle sorte que chacune des n” 
répartitions possibles ait la même probabilité. On 
note X la variable aléatoire donnant le nombre 
d'acteurs trouvant leur costume dans leur loge, et, 
pour 1 < k< n, X, la variable aléatoire valant 1 si 
l’acteur k trouve son costume dans sa loge, O sinon. 
Quelles sont les propriétés des variables aléatoires X 
et X; ? 


(1) Les variables aléatoires (X,) sont [] 


indépendantes. 
(2) z 
X= X, L 
k=1 
(3) 7 
x-5 x 
k=1 


O 

(4) z o 
Ex] = L EX; 

G) var[X] = y var[X, = si = 


k=1 


UNE BONNE ESPÉRANCE. Une expérience consiste à 
répéter n fois une épreuve dont la probabilité de 


N 1 , | 
succès est PS Les épreuves successives sont 
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indépendantes. L'expérience est considérée comme un 

succès lorsque toutes les épreuves ont été un succès. 

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de fois 
N 


qu’il a fallu répéter l’expérience pour arriver à une 
expérience qui soit un succès. Que peut-on dire ? 


(1) La probabilité pour qu’une expérience [7] 


: n 
soit un succès est + 


(2) X suit une loi géométrique de [] 


paramètre 4, 
ke 


(3) E(X) = rnÀ. g 
(4) E(X) =F. g 


(5) La probabilité pour que X soit [] 
inférieur à E(X) ne dépend pas de k. 


JEU DE RAQUETTES. Dans un jeu ressemblant au 
tennis, deux joueurs A et B échangent des balles. 
Gagne le jeu le premier qui gagne trois échanges (pour 
le tennis, il en faut quatre), avec la réserve que si les 
deux joueurs gagnent chacun deux échanges, le jeu se 
poursuit jusqu’à ce que lun des deux joueurs ait 
remporté deux échanges de plus que lautre. On 
désigne par p la probabilité pour que À gagne un 
échange, et par f(p) la probabilité pour qu’il gagne un 
jeu. Que peut-on dire de ce jeu ? 


(1) La probabilité pour que À gagne le [] 


jeu après seulement trois échanges est 


p. 
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(2) La probabilité pour que A gagne le [] 
jeu après quatre échanges est 
p(l- p). 


(3) Pour tout p € [0;1], on a f(p) = p. ðo 


(4) La probabilité pour que A gagne le [] 
jeu est égale à la probabilité pour que 
A gagne un échange (i.e. f(p) = p) si 
et seulement si p € {0;1}. 


(5) La règle du jeu favorise les joueurs [] 
faibles : si un joueur a une probabilité 


p < 5 de gagner un échange, alors sa 


probabilité de gagner le jeu est 
supérieure à p. 


EST-IL RENTABLE DE GROUPER LES TESTS SANGUINS ? 
C’est la question que se posent les responsables d’un 
laboratoire d’analyse devant pratiquer un test de 
dépistage d’un virus sur les N éléments d’une 
population. Les données sont les suivantes : chaque 
individu a la probabilité p d’être infecté, et si l’on 
note X, la variable aléatoire prenant la valeur 1 si 
l'individu k est infecté, 0 sinon, les variables aléatoires 
(X3), 1 < k < Nsont mutuellement indépendantes. Si 
le laboratoire ne groupe pas les tests sanguins, il 
effectue N analyses. S'il groupe les échantillons 
sanguins par paquets de n, il y a deux cas possibles 
pour un paquet : ou bien tous les membres de ce 
paquet de n individus sont séro-négatifs, et alors le 
test groupé est négatif, ou bien au moins l’un des n 
membres de ce paquet est séro-positif, et alors le test 
de tout le groupe est positif; dans ce cas, le 
laboratoire analyse individuellement les échantillons 
sanguins provenant des n individus, et il a alors dû 
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effectuer n+1 analyses. On suppose pour simplifier 
que n divise N. Quelles sont les propriétés de cette 
méthode de groupage sanguin ? 


(1) La probabilité pour qu’un test groupé [7] 
sur un échantillon de n personnes soit 
positif est (1 — p)”. 


(2) L’espérance du nombre d’analyse à [] 
effectuer pour dépister le virus dans 
les n membres d’un paquet, dans le 
cas d’un dépistage groupé est 


(a +1) - nli - p)" 


(3) Quelles que soient la probabilité p et [7] 
la taille N du groupe, la méthode de 
groupage conduit toujours en 


moyenne à plus d’analyses que 
l'analyse systématique. 


(4) L'’espérance du nombre d’analyses à [] 
effectuer est une fonction décroissante 
du nombre d'individus dans les 
paquets, de sorte que plus les paquets 
sont grands, moins il y a d’analyses à 
effectuer. 


(5) Il existe un taille optimale des paquets [7] 
qui minimise l’espérance du nombre 
d'analyses à effectuer pour dépister le 
virus parmi les N personnes de la 
population. 


LE SORCIER MÉTÉOROLOGUE INCOMPÉTENT. Dans un 
pays pluvieux où la probabilité de pluie durant un 


jour donné est p > 5 et où les événements "il pleut 
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durant le jour k" sont mutuellement indépendants, un 
sereier météorologue totalement incompétent décide 
de prévoir le temps des n prochains jours au hasard, 
en prévoyant parmi eux r jours de pluie, de telle sorte 


que les |”? répartitions possibles de ces r jours aient 
r 


la même probabilité. On désigne par X, la variable 
aléatoire valant 1 si la prévision pour le jour k est 
correcte, 0 sinon. On désigne également par X la 
variable aléatoire donnant le nombre de jours pour 
lesquels la prévision a été correcte. Quelles sont les 
propriétés de X et des X,, et le sereter météorologue 
peut-il optimiser sa prédiction ? 





(1) La loi de X, est donnée par g 
P(X,=1) = 1 - HX, =0) 
=pi+(i-p) 2 
n 


(2) Les X, 1 < k< n, sont des variables [] 
aléatoires mutuellement 
indépendantes. 


(3) Le météorologue peut maximiser EX [] 
en choisissant r de telle sorte que le 


rapport T soit aussi proche que 
n 
possible de p. 


(4) Le météorologue peut maximiser EX [] 
en choisissant r = n. 


(5) EX ne dépend pas de r. g 
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Variables aléatoires continues 
(Résultats p. 251) 


CARACTÉRISTIQUES D’UNE LOI. Pour tout œ € ]0;1[, 
soit À, une variable aléatoire dont la fonction de 


répartition F, est définie sur o;z] par 


F(z) = 1 -etz 
Quelles sont les propriétés des variables aléatoires 
Xa? 


(1) La médiane m, de X, vaut 


(=) 
arctan 
Q 


(2) La densité f, de X, est définie sur [] 


[o;$] par 


f(x) = -tang e% 


(3) La densité f, de X, est définie sur [] 


0;,T ar 
| 5|? 


da) = Z emea 


cos? x 


(4) D’espérance mathématique de X, vaut [] 


HX] = f (z = etn) 
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(5) L’espérance mathématique E[X,] de [] 
X, satisfait à l'équation différentielle 


ET - 4x] 


CHANGEMENT DE VARIABLE POUR LES VARIABLES 
ALÉATOIRES À DENSITÉ. Soit X une variable aléatoire 
réelle continue de densité f. Les densités déduites de 
fen effectuant un changement de variable sur X sont- 
elles exactes ? 


(1) La variable aléatoire Y = X’ a comme [] 
densité la fonction g définie par 


Alr si v> 0 
gly) = À 2Vy 
0 si y <0 


(2) La variable aléatoire Y = X’ a comme [7] 
densité la fonction h définie par 


ee Ayla y>0 


0 si y <0 


(3) La variable aléatoire Y = X’ a comme [] 
densité la fonction k définie par 


fa) si y>0 
k(y) = À 2Vy 
0 si y <0 
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(4) La variable aléatoire Z = aX +b [7] 
(avec a, b € R) a comme densité la 
fonction r définie sur R par 


ra) = ft) 


(5) La variable aléatoire Z=aX+b [] 
(avec a, b€ R) a comme densité la 
fonction r définie sur R par 


D = Lt 


LOIS MARGINALES. La loi conjointe de deux variables 
aléatoires X et Y admet pour densité une fonction fyy 
définie sur le domaine 0 < X < 1,0 < Y < X, et qui 
est proportionnelle à la fonction 

(zy) (1-2), 
où & et B sont des réels fixés tous deux > -1. 
Autrement dit, il existe X € R tel que, pour tout (x;y) 
tel que O<r<1l et que 0O<y<zx, on ait 
fxy(5y) = Af (1-2). 
On rappelle que la fonction B (lire béta) est définie 
pour m > 0 et n > 0 par 


B(m;n) = fi (t= e (1-4) 
et qu'elle vérifie B(m;n) = B(n;m) et 


B(m+1; n) = Blm; n). 
m+n 





Quelles sont les propriétés des lois de X et de Y ? 


O Ba o 
BB ;0) 
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(2) La densité fy de X est la fonction [] 
[0;1] — R définie par 
+1 PERT Ta 
fo = E-a 
BB +2;a+1) 


(3) La densité fy de Y est la fonction [] 
[0;1] — R définie par 


B +1) 3 (1-4) 
GAS P = 


4 
© aix- aiy] 0 
ES 5 
(5) La densité conditionnelle fyy-, de X [] 
sachant Y = yest la fonction [0;1] — R 
définie par 


fort = 0 -T 
(1-4) 


CORDES. On trace une corde de longueur aléatoire 
dans un cercle de rayon 1. Pour cela, on désigne 
respectivement par X, et Y les variables aléatoires 
donnant la longueur de la corde lorsque la loi de cette 
longueur obéit aux conditions suivantes : 


(i) Pour X: la distance 
de la corde au centre 
du cercle, R, suit une 
loi uniforme sur [0;1]. 

(i) Pour Y: langle 8 
que fait la corde avec 


la tangente en son 
extrémité suit une loi 


0:3] 
2 





uniforme sur 
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Que peut-on dire des lois de X, Y et Z? 
(1) Pour tout x € [0;2], g 


P(X>4) = |1 -Z 


(2) Pour tout y € [0;2], g 
P(Y >) =1 -arcsin 


(3) Pour tout x € [0;2], g 
P(X >42) < P(Y >24) 


9 yx- 


alè la 


© ayj- 


TEMPS D’ATTENTE DU MÉTRO. Les métros passent à 
la station Bourbaki toutes les quatre minutes, en 
respectant des écarts fixes entre deux métros 
consécutifs. Un voyageur se présente à la station à 
une heure aléatoire indépendante du passage des 
métros. Quelle est lespérance de son temps 
d’attente ? 


(1) Une minute. 

(2) Deux minutes. 
(3) Trois minutes. 
(4) Quatre minutes. 


(5) Plus de quatre minutes. 


EE Er EI El 
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TEMPS D’ATTENTE DE L’AUTOBUS. Pour se rendre du 
départ de la ligne à la station Feller, les autobus de 
cette ligne mettent un temps aléatoire, de telle sorte 
que les temps s’écoulant entre les passages de deux 
autobus consécutifs soient mutuellement indépendants 
et suivent une loi exponentielle de paramètre a (voir 
p. 256). Le nombre N(t) d'autobus qui sont passés à 
la station Feller entre les instant 0 et t suit donc une 
loi de Poisson de paramètre at, définie par 


P(N(t) =n) = se . On suppose que le temps 
n! 


moyen s’écoulant entre deux bus est de quatre 
minutes. Un voyageur se présente à la station à une 
heure aléatoire indépendante du passage des autobus. 
Quelle est l’espérance de son temps d’attente ? 


(1) Une minute. 
(2) Deux minutes. 


(3) Trois minutes. 


Gr EN ET "El 


(4) Quatre minutes. 


(5) Plus de quatre minutes. g 


ETES-VOUS L’ÊTRE LE PLUS MALCHANCEUX DE LA 
TERRE ? Quand vous choisissez une queue au 
supermarché, n’avez-vous pas souvent l'impression 
d’avoir pris la mauvaise file ? Pour savoir si ce 
sentiment est justifié, considérons des clients 
numérotés 0, 1, …, n, … qui se présentent à des 
caisses. On note W, le temps d’attente du client n, 
et l’on suppose que les W, sont des variables 


m 
aléatoires mutuellement indépendantes, de même loi, 
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absolument continue, et à valeurs dans R}. Puisque 
les W, sont absolument continues, la probabilité pour 
qu’il existe n et p tels que W, = W, est nulle. 
Imaginez que vous avez le numéro 0. Soit N l'indice 
du premier client plus malchanceux que vous, c’est-à- 
dire le plus petit entier n tel que W, > Wọ Que 
peut-on dire de la variable aléatoire N ? 


(1) E(N)=1 o 
(2) E(N) = +0 g 


(3) L'’espérance de N est toujours finie, [] 
mais la valeur de cette espérance 
dépend de la loi des W,. 


n 


(4) Il existe des lois de W, qui donnent à [] 
N une espérance finie, et des lois de 
W,„ conduisant à une espérance infinie 
pour N. 


(5) Siles W, suivent une loi exponentielle 
de paramètre œ, l’espérance de N vaut 
2a. 


QUOTIENT. Soient X et Y deux variables aléatoires 
réelles indépendantes de même loi exponentielle de 
paramètre œ. Que peut-on dire de la loi du quotient 


X/Y? 
(1) La fonction de répartition F de X/Y [] 
est telle que F(t) = I it>0o. 
1+t 


(2) La fonction de répartition F de X/Y [7] 


est telle que F(t) = —Ż sit>0. 
1+t 
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(3) La densité f de X/Y est telle que [] 
f(t) = In(1+t),sit> 0. 
(4) La densité f de X/Y est telle que [] 


ft = 1, gts 0. 
(+t) 


(5) L’espérance de X/Y vaut 1. g 





DÉCOUPE. On considère n variables aléatoires 
indépendantes X}, Xp, …, X,, de même loi uniforme 
sur [0;1]. Ces variables aléatoires définissent n points 
de lintervalle [0;1], et découpent donc cet intervalle 


en n+1 sous-intervalles. Soient Li, Lo, …, L,,, les 

longueurs de ces sous-intervalles. Que peut-on dire 

des variables aléatoires L4, Ly, …, Lng ? 

(1) Les variables aléatoires Li, Le, …, [J 
L,,, sont mutuellement 
indépendantes. 

(2) Les variables aléatoires L, L,, …, [7] 


L+ sont équidistribuées. 


(3) Les variables aléatoires L et L,,, ont [] 
la même loi, différente des lois des 
variables aléatoires L,, …, L,, et 


HX) = SX) 


(4) Les variables aléatoires L} et L,,; ont [] 
la même loi, différente des lois des 
variables aléatoires La …, L,, et 


E(X.) = 2 HX). 


n? 


n? 
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(5) La fonction de répartition de L, se [] 
déduit de la formule 


P(L, <} =(1-#" 
valide pour tout t € [0;1]. 


REDÉCOUPE. On considère le cercle St, de centre 
(0,0) € R? = C, et de rayon 1. Soient X; et X, deux 
variables indépendantes équidistribuées, suivant une 
loi uniforme sur S'. Les points S' et S? partagent le 
cercle S' en deux arcs, X, X, et X,X, (comptés dans 
le sens trigonométrique) de longueurs respectives L, et 
L, On désigne par L, la longueur de l’arc contenant 
(1,0) = e". Que peut-on dire des lois de L}, L, et 
L} ? 


(1) L, L, et L} sont équidistribuées. g 


(2) ZL et L, sont équidistribuées, mais la [] 
loi de L, est différente. 


(3)  E(l) = E(L:) = 7. o 
@ E(L;) = = O 
3 


(5) L; suit une loi uniforme. g 
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(Résultats p. 263) 


ECART-TYPE ET INÉGALITÉ DE CEBICEV. Pour faire 
comprendre la signification de l’écart-type o, on a 
coutume de dire qu'environ 70% de la masse d’une 
variable aléatoire est concentrée à moins de © de 
u, que 95% sont à moins de 20, et que 99% sont 
à moins de 3o. Cette affirmation est à peu près 
correcte lorsqu'on a affaire à des variables aléatoires 
suivant une loi normale, mais ce n’est pas toujours le 
cas. L’inégalité de Čebičev fournit une autre 
estimation. 


Voici cinq tableaux proposant des valeurs de 


PÍ X -pl >ko) pour trois lois usuelles, la loi 
binomiale, la loi de Poisson et la loi normale, pour 
différentes valeurs de k; ces tableaux proposent 
également dans la dernière colonne la majoration tirée 
de l'inégalité de Čebičev. 

Quels sont les tableaux donnant des résultats exacts 
(à 10°-près) ? 


(1) z > ko) 


Che pete 
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i 
Čebičev 





© 
EEE EAA 


(4) se > kw) 


© 
EE EIRA 





Pour tout n € N’, soit X, une variable aléatoire réelle 
dont la loi vérifie 


P(X =n) = AX = -n) = 2, 


2n? 


et P(X=0)=1-1. 
n2 


Quelles sont les propriétés de ces lois ? 
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(1) L’espérance et la variance de X, [7] 
valent 1. 

(2) L’espérance E(X, 
type vaut n. 

(3) La variable aléatoire X, fournit un [] 
exemple d'égalité dans l'inégalité de 
Cebicev, du fait de la relation 


P( X,- E(X,)| Zro) = = 


) vaut 1, et lécart- [] 


(4) Pour tous entiers n et k non nuls, les [] 
variables aléatoires X, fournissent des 
exemples d'égalité dans l’inégalité de 
Čebičev, du fait des relations 


P| X,-E(X,)| >k) = = 


(5) Pour tout entier n > 0, et tout k> n, [] 
ona P| X, -E(X | >ko) = 0 


LOI DES GRANDS NOMBRES. Soit (X,), n€ N°, une 
suite de variables aléatoires indépendantes et de même 
loi, d'espérance u, et de variance o?. Pour tout n, on 


LS 


pose S, = 5x et Y, = "= 15 X, Quaffirme 
n N k=1 

la loi faible dé grands nombres ? 

() lim(s,-nu) = 0 oO 

(2) Pour tout e > 0, g 


lim P(|S, -n|>€) =0 


102 


QCM n°12 


(3) Pour tout e > 0, gO 
lim PY,-ul>e) = 0 

(4) Pour tout e > 0, O 
lim P(|Y,-ul<e) =1 


(5) Avec une probabilité égale à 1, Y, [] 
tend vers p. 


THÉORÈME LIMIFE-CENFRAE DE LA LIMITE CENTRÉE. 
Soit (X,), n€ N', une suite de variables aléatoires 
indépendantes et de même loi, d'espérance p, et de 


n 
variance o°. Pour tout n, on pose S = bD X; 























k=1 
S, _1+ o ; 
Y, ===- X, et t, =—. Quaffirme le 
n N kzi Yn 
théorème Hmiteæentret de la limite centrée ? 
(1) Pour tout réel x, g 
-12 
S - 2 
lim P| 2 Œ < e] =£ 
Pare oyn yV2T 
(2) Pour tout réel z, 
S,- z -lg 
lim P| = Eca zf PE 3°) 
n 00 oyn PAi 700 
(3) Pour tout réel x, g 
-142 
y- 1 
lim P| Ë < -| ae 
n —00 Tr [ox 
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(4) Pour tout réel x, g 
T= ž -lẹ 
lim P eij (a 
n —00 Ta [2n T7 
(5) Pour tout réel z, g 
T - 
lim P| = Ë < -| 
n >w Ta 








ffel) 


CONVERGENCE DES LOIS HYPERGÉOMÉTRIQUES. On 
considère une population de N individus, parmi 
lesquels R sont de type I, et N-R ne le sont pas. On 
extrait de cette population un échantillon de taille M, 
en supposant que chacun des N membres de la 
population a la même probabilité d’être tiré. On 
appelle X la variable aléatoire donnant le nombre 
d'individus de type I figurant dans l'échantillon tiré. 
La loi de X est une loi hypergéométrique de 
paramètres N, R et M. Elle est donnée par 


P(X -4) 2 


(in 
M 
On fait tendre la population N vers linfini, en 


gardant constant (on néglige l’arrondi) la proportion 
d'individus de type qu’elle contient : R = pN. Les 


probabilités P(X = a) convergent-elles ? 


(1) Les probabilités n’ont pas de limite. g 


104 


QCM n°12 


(2) La loi converge vers une loi [] 
géométrique de paramètre p : 
Vz, lim P(X = x) = pa -př 
N >% 
(3) La loi converge vers une loi binomiale [] 
de paramètres M et p : 


Yz, lim P(X=2) = H ri- 


N >œ 
(4) La loi converge vers une loi de [] 
Poisson de paramètre p, 
Vz, lim P(X= 2) = Der 
N =>% a 
(5) La loi converge vers une loi binomiale [] 
négative de paramètres M et p : 
Va, lim P(X=4) = ay pl -p 
z£ 


N >œ 


ESTIMATION D’UNE POPULATION. Pour estimer le 
nombre N de poissons d’un lac, on procède ainsi : on 
pêche d’abord 20 poissons, que l’on marque et que l’on 
relâche dans le lac. On pêche ensuite 50 poissons, 
parmi lesquels on trouve X poissons marqués. On 
suppose que le nombre total de poissons reste 
inchangé au cours de toute cette estimation, et que 
tous les poissons ont la même probabilité d’être 
pêchés. Que peut-on dire de la population de 
Poissons ? 
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(1) Le nombre X de poissons marqués [] 
dans le lot de 50 poissons pêchés la 
deuxième fois suit une loi binomiale 


de paramètres 50 et p = 5, donnée 


ps PO) «(4 a 


(2) Le nombre X de poissons marqués [7] 
dans le lot de 50 poissons pêchés la 
deuxième fois suit une loi 
hypergéométrique de paramètres 50, 


20 et p = a, donnée par 


rx - Ea 


(a) 


(3) fx] = 1000 


N 
(4) La variance de X est donnée par gO 
Var(X) = 50 2 f1 - 2 f1 -2 
N N N-1 


(5) Si X= 4, on peut affirmer, grâce à 
l’inégalité de Cebitev, qu’il y a 250 
poissons dans le lac. 


105 


NOMBRE D’ARRÊTS DE L’ASCENSEUR. Q personnes 
entrent dans un ascenseur au rez-de-chaussée d’un 
immeuble qui comporte Nétages (au-dessus du rez-de- 
chaussée). Personne ne monte dans les étages, et 
l’ascenseur ne s’arrête que pour laisser descendre des 
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passagers qui sont montés au rez-de-chaussée. On 
suppose que tous les passagers ont la même 
probabilité de descendre à tous les étages. Que peut- 
on dire de espérance du nombre d’arrêts de 
l’ascenseur pour qu’il soit vide ? 


(1) Ainsi posé, le problème admet deux [7] 
solutions possibles. 


(2) Sous certaines hypothèses, l'espérance [7] 
E|X] cherchée vaut 


aa À -(-3)) 


(3) Sous certaines hypothèses, l’espérance [7] 
E[K] cherchée vaut 


- NQ 
HK] ETE 


(4) Sous certaines hypothèses, et si [] 
lim g = a, lespérance E[X] satisfait 


N >w 


à l'équivalent E[X] ~ N (1 -e). 
N >œ% 


(5) Sous certaines hypothèses, et si [] 
lim © - a, l'espérance E[K] satisfait 
N >œ 


à l'équivalent E[X] ~ aN. 
N >œ 


ALLO ? Combien faut-il brancher de lignes pour 
équiper en lignes téléphoniques un quartier de 300 
abonnés ? Pour répondre à cette question, la 
compagnie du téléphone observe qu’aux heures de 
pointe, lorsqu'il dispose d’une ligne, chaque abonné 
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appelle en moyenne 3 minutes par heure, et a donc 
une probabilité égale à 1/20 d’être en ligne à un 
instant donné. Les abonnés appellent 
indépendamment les uns des autres. La compagnie 
décide de brancher N lignes fonctionnant ainsi : s’il y 
a a < N abonnés en train de téléphoner à un instant 
t, et qu’un abonné désire appeler, celui-ci obtient 
immédiatement la tonalité et en t+ At, il y a a+1 
abonnés en ligne (on suppose négligeable la 
probabilité pour que deux événements, de début 
d’appel ou de fin d’appel, se produisent entre t et 
t+At est négligeable ; s’il y a déjà N abonnés en train 
de téléphoner à l'instant t, un abonné essayant 
d'utiliser son téléphone à cet instant n’obtient pas la 
tonalité. On modélise donc ce service en considérant 
qu’à l'instant t, on effectue 300 tirages indépendants 
d’une loi ayant une probabilité de succès égale à 
1/20 ; le nombre de succès correspond au nombre A 
d'abonnés cherchant à appeler à cet instant t. Quelle 
valeur doit-on donner à N pour que la probabilité de 
l'événement À > N soit inférieure à q ? 


(1) Un calcul direct à partir de la loi [] 
binomiale montre qu’il faut brancher 
24 lignes si q = 0,01. 


(2) Une approximation par la loi de [] 
Poisson suggère de brancher 25 lignes 
si q = 0,01. 


(3) Une approximation par la loi normale [7] 
sugggère de brancher 24 lignes si 
q = 0,01. 


(4) Si q= 0,001, le calcul direct et les [7] 
deux approximations, par la loi de 
Poisson et par la loi normale, 
suggèrent d'installer 28 lignes. 
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(5) Il faut environ 25 lignes si q = 0,01, et [] 
donc environ 50 =2 x 25 si 
q = (0,01}. 


SONDAGE. 30.000.000 d’électeurs doivent se rendrent 
aux urnes pour un référendum. On organise un 
sondage auprès de N personnes, et on leur demande si 
elles voteront OUI ou NON. On suppose qu’elles 
répondent honnêtement et qu’elles ne changeront pas 
d’avis entre le jour du sondage et le jour du vote. On 
suppose que l’on va pronostiquer le OUI si le nombre 
X d’électeurs sondés ayant annoncé leur intention de 
voter OUI est strictement supérieur au nombre N - X 
d’électeurs ayant annoncé qu’ils voteraient NON. 
Inversement pour le NON. On désigne par p € [0:1] 
la proportion d’électeurs votant OUI. Quels sont les 
risques de se tromper ? 


(1) Si p= 0,51, et si l’on interroge 200 [] 
personnes, un calcul direct à partir de 
la loi hypergéométrique montre que la 
probabilité d’erreur est d'environ 0,59. 


(2) Si p= 0,51, et si l’on interroge 500 [] 
personnes, une approximation de la loi 
hypergéométrique par la loi binomiale 
montre que la probabilité d'erreur est 
d'environ 0,41. 


(3) Si p= 0,51, et si l’on interroge 5000 [] 
personnes, une approximation de la loi 
hypergéométrique par la loi normale 
montre que la probabilité d’erreur est 
d’environ 0,08. 


10. 
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(4) Si l’on a 15 OUI dans le premier [] 
échantillon de 20 personnes 
interrogées, la probabilité de se 
tromper en pronostiquant 
immédiatement le OUI est évaluée, 
par l’approximation binomiale à 
0,006. 


(5) Si l’on a 15 OUI dans le premier [] 
échantillon de 20 personnes 
interrogées, la probabilité de se 
tromper en pronostiquant 
immédiatement le OUI est évaluée, 
par l’approximation de Gauss à 0,007. 


CHEZ LE MÉDECIN. Les patients du docteur Martin se 
présentent individuellement à son cabinet de telle 
sorte que le temps séparant deux arrivées sucessives 
suive une loi exponentielle de moyenne 1/X ; il y a 
donc en moyenne À patients arrivant par unité de 
temps, et la probabilité pour qu'entre les instant 0 et 
til y ait eu un nombre < n d’arrivées est donnée par 
5 Aa e™ 
o ko 
également une loi exponentielle, de moyenne 1/p. 
Lorsqu'un patient se présente, et que la salle d’attente 
est déjà pleine, il est renvoyé chez lui ; inversement, 
si personne n’attend, et si le docteur n’est pas déjà en 
train d’examiner quelqu'un, l’arrivant entre 
directement dans la salle d'examen. Ainsi, s’il y a 
K-1 places dans la salle d’attente, la probabilité p; 
pour qu’il y ait à patients dans le cabinet (soit dans la 
salle d’attente, soit dans la salle d'examen) est donnée 
par 


La durée d’une consultation suit 
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LL 
Pı P — Po 
u 
Pau 7 Eie (1 <n<K-1) 
BRDN 
Pg = — Prka 
u 


Que peut-on dire de l'attente ? 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 


(5) 


Si A = p, on aà p, = + si 1<i<K 


Si À +p, et si p Are 
u 


P; = (L -p)p' si 1<i<K 





Si A=, le nombre moyen de 
patients dans le cabinet est K/2. 


Si A#+#p, et si p = À le nombre 
moyen L de patients dans le cabinet 
est 
_ pli - Ko“ + Kp“*] 
(1 -p*)( -p) 
Le nombre moyen L, de patients dans 


la salle d’attente vérifie la relation 
L, = L-]1. 


E 


O 


oO 
0O 


111 


QCM n°13 
Récapitulatif 
(Résultats p. 283) 


1. Quelle est la formule illustrée par le dessin suivant ? 


(1) 1+2+3+...+n = nen 1) 0 
(2) j2424324. an - 2+2) O 
6 
(3) í i | i go 
oge 2k+1 
as 2 
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(4) Pour |z| < 1, g 
yD Æ = 1l+r+r +È +... 
ko 
sod 
l-r 


(6) (1+2+3+..+n) = 1°+2%+3+..+n O 


2. EQUATION DU SECOND DEGRÉ. "Déterminer les réels 
Q et B solutions de l’équation du second degré en x, 
£ +axr+ß =0." Voici la solution donnée par un 
étudiant : 





Que peut-on dire de cette solution ? 


(1) Elle est correcte. g 


(2) Elle est fausse car lorsque a = —1, les 
termes se simplifient, de sorte que lon 
n’a plus affaire à une équation du 
second degré. 
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(3) Elle est fausse car a et B ne sont pas [] 
forcément les seules racines de 
l'équation. 


(4) Elle est fausse car les relations [] 
donnant la somme et le produit des 
racines d’une équation du second 
degré ne sont pas vérifiées dans le cas 
où les coefficients contiennent des 
paramètres. 


(5) Elle est fausse car il y a une faute de [] 
signe dès le départ : la somme des 
racines de l'équation © + ax +6 = 0 
vaut ©, et non ©. 


Soit À, l’ensemble des matrices carrées M d'ordre n 
à coefficients dans {-1;0;1}, ayant un unique terme 
non nul sur chaque ligne et sur chaque colonne, et 
vérifiant M? = Id,. Soit u„ le nombre d’éléments de 
A, Quelles sont les propriétés de À, et u,, ? 


(1) Les éléments de 4, sont des matrices [] 
symétriques. 


(2) La suite (u,) satisfait à la relation de [7] 
récurrence upy; = 2(n+1)u,. 

(3) La suite (u, 

récurrence u, = 2u, + 2nu, à. 


) satisfait à la relation de [] 
(4) na 2 nl OC] 
0O 


n L = 
{(kiP)EN : k +2p =n} k! p! 


(5) 2X n! 


U = 


n 


Inl 
{(k;P)EN : 2k +p =n} k! P: 
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QUAND R” EST-IL UN CORPS ? Soit n un entier > 3 tel 
que R” soit muni d’une structure de corps commutatif, 
laddition étant celle de la structure d’espace vectoriel 
de R”. Soit I le neutre multiplicatif de R”, et soit {J; 
; À, 1} une base de R” considéré comme espace 
vectoriel. Que peut-on affirmer ? 


AG 


(1) 
(2) 
(3) 


(5) 


Il existe un polynôme P de degré n tel 
que P(A;) = 0. 


Il existe X et ų € R tels que 
(XA, +pIP = I. 


R”, n> 3, peut être muni d’une 
structure de corps commutatif dont 
laddition est celle de la structure 
d'espace vectoriel si et seulement si 
n = 4. 


R”, n > 3, ne peut jamais être muni 
d’une structure de corps commutatif 
dont l'addition soit celle de la 
structure d’espace vectoriel. 


R”, n>3, peut être muni d’une 
structure de corps commutatif dont 
l'addition est celle de la structure 
d'espace vectoriel si et seulement si 
n > 4. 


O 
E] 


5. 
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Quelle est l’image du cercle |z- ; = . par 
l'application z » 1 ? 
z 

(1) Le cercle |A = 4/3. El 

(2) La droite R(z) = 4/3. g 

(3) La parabole 3y - 22 - 1 = 0. g 

(4) O 

Le cercle z- * $, 








(5) Le triangle de sommets 4/3, 4, et [C] 
4(2 + i)/3. 


Quelle est la condition exprimant que les quatre 
complexes 2, 2, 2 et 2, sont cocycliques ou 
colinéaires ? 





(1) 42224 € R. O 
(2) | a-a O 
2-53) ER 


22 - 24 
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(3) 
À — À O 
2 5 ER 
272 
EE 

4 = 

( ) 2i 2 € R 0O 
23 -24 

(5) Atatata o R O 
4° 2° %3 2 

Soit M = (a;) une matrice carrée n x n ayant les 


propriétés suivantes : 

— Les coefficients de la matrice ne peuvent prendre 
que les valeurs 0 ou 1. 

— Sia;; = 0, alors a; = 1, et inversement, si a; = 1, 
alors a; = 0. 


— Les coefficients de la matrice sont nuls sur la 
diagonale : a; = 0, Vi. 


01111 
00101 
0 0 O O 1|est un exemple d’une telle matrice. 
01100 
00010 


Quelles sont les propriétés d’une telle matrice, et que 
peut-elle servir à illustrer ? 
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(a) + sf 
blial- Elia 

(2) ONU, sA 
$l: 7 Dr 


(3) n n n n O 
LDa|-=-Y|Ya, 
i=1 \ j=1 ja Vis 

(4) On peut représenter avec de telles [] 
matrices le résultat de tout tournoi où 
n équipes sont engagées, et jouent 
contre chacune des n-1l autres, le 
résultat de chaque rencontre se 
chiffrant par un 1 pour une victoire, 
par un 0 pour une défaite, les matchs 
nuls n’existant pas. 


(5) Une telle matrice fournit un exemple [] 
de deux échantillons différents ayant 
la même moyenne, et la même 
variance. 


On place n points dans le plan, et on trace les droites 
les reliant. On suppose qu’il n’y a aucune paire de 
droites parallèles, et que les seuls points du plan 
appartenant à plus de deux droites sont les n points 
choisis. Ces droites découpent le plan en u, zones. 
Que peut-on dire de ce découpage ? 


1 
(1) On a tracé (3) droites. O 
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(2) Quand on rajoute un (n+1)-ième [] 
point, on trace n droites qui rajoutent 


2 
chacune 7 - : n+4 zones définies 


par le découpage en deux d’une zone 
obtenue précédemment. 


(3) Les u, satisfont à la relation de [] 


récurrence 
3 
nr 3 
U, = U, + — -2R +4n 
2 2 


(4) Les u, satisfont à la relation de [] 


récurrence 
3 
moo 3 
Ua = Ut Sn +4n-1 
2 2 


(5) u, = l-3 Be- Bn E 
8 4 8 4 


ARRIVÉES PAR PAQUETS. Des autobus A}, Áz …, 
amènent des voyageurs vers un port où ils sont 
transbordés dans des ferries. Le remplissage des 
autobus est aléatoire, et l’on désigne par X; le nombre 
de passagers de l’autobus A, Les X; sont des 
variables aléatoires mutuellement indépendantes, 


A 


équidistribuées, à valeurs entières, et leur loi est 
donnée par P(X; = k) =f, Soit N le nombre 
d’autobus dont les voyageurs sont regroupés dans un 
ferry. On suppose que N est une variable aléatoire 
indépendante des X; et que sa loi est donnée par 


PN=n) = 9. 
Que peut-on dire de la loi de la variable aléatoire 


S = X, +X, +... + X, donnant le nombre de passagers 
du ferry amenés par la ligne d'autobus ? 


10. 
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(O A9 - XEN) : 
© a3 - AX) HN) 3 
Œ) var) = Var(X) AN) O 


(4) Vars) = Var(X.) HN) + Van) Ax) O 
Var(s) = Var(X.) AN) + Varl N| gX} L 
PROPRIÉTÉS DES LOIS NORMALES. Soit X une variable 


aléatoire suivant une loi normale N(p;o). Quelles 
sont les affirmations exactes ? 


(1) La densité f de X est définie par go 
jacta 
f(a) cl à : j 
(2) EX] =p. o 
(3) Var[X] =v. g 


(4) Pour tous réels a et b, la variable [] 
aléatoire aX + b suit une loi normale 
N(ap + b; ao). 


(5) X-u suit une loi normale réduite, O 


o 
N(0;1). 
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(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


() 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


Combinatoire et dénombrements 
(Questions p. 1) 


O Pour chaque question, il y a deux réponses possibles. 
oc] Pour dix questions, il y a donc 210 = 1024 choix 
o possibles. 

E 

o 

BH Posons la soustraction, puis l’addition : 

0o 

o 

o 

o 








Le résultat vaut toujours 1089. 
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() 
(2) 
(3) 
(a) 
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Ils peuvent tous être premiers : prendre 2, 3, 5, 7, 11, 
13, 17 et 19. Dans ce cas, les z; sont tous premiers entre 
eux, et il wexiste pas de zx, de n € N, ni de z; tels que 
(x)" soit divisible par x. L’assertion (3) est un cas 
particulier du principe de Dirichlet, aussi appelé 
principe des trous de pigeons : si l’on dispose de n 
boites pour ranger n+1 objets, il y a au moins deux 
objets qui sont dans la même boite. Ici, les boites sont 
les classes de congruence modulo 7. Il y en a 7, alors 
que l’on a 8 nombres. Donc au moins deux de ces 8 
nombres sont congrus modulo 7, et l’assertion (3) est 
vraie. Pour l’assertion (4), supposons qu'aucun des huit 
nombres ne soit premier. Puisque 19? = 361, tout entier 
composite inférieur à 360 est divisible par un nombre 
premier strictement inférieur à 19. Or il n’y a que 7 tels 
nombres premiers. Le principe des trous de pigeons 
permet encore de conclure : deux des huit entiers 
doivent être divisibles par le même nombre premier. 


Pour se convaincre de la première formule, développons 
( + x) : 


(1 +x) = 1 +5x +107 +102 + 5af + © 


n OS EUs 
5 4 3 2 1 0 
— En dérivant +, on obtient 544. 

— En dérivant 544, on obtient 2 fois 10%. 

— En dérivant 10%, on obtient 3 fois 102. 

— etc. 


On pourra vérifier à partir de l'expression des 
coefficients binomiaux que ceci est toujours vrai. 


Pour établir la seconde assertion, il suffit, là encore, de 
considérer l’expression des coefficients binomiaux : 


es 
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Pour établir l’assertion (3), utilisons l'interprétation des 


coefficients binomiaux en termes de parties : k 
p 


représente le nombre de parties à p éléments dans un 
ensemble à n éléments. Soit donc E = {x,;,m;...;x,} un 
ensemble à n éléments. Pour tout k, 1 < k < n, soit F, 
l’ensemble des parties de E à p éléments dont le premier 
élément est x. Les F, réalisent une partition de 
l’ensemble des parties de E à n éléments. Le premier 
élément d’un élément À de F, étant fixé, À est 
déterminé par ses p — 1 autres éléments, choisis parmi 


les n- Ksuivant £y, à savoir Lepi; …, &, ; il y a donc (rt) 


p-l 
éléments dans F, et l’assertion (3) s’en déduit. 


Enfin, les assertions (4) et (5) sont bien connues. 


Les dessins suivants constituent le moyen 
mnémotechnique pour se souvenir des formules des 
choix (2) à (5). 
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(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


La méthode de calcul des probabilités des différentes 
mains est standard. Voici par exemple les formules 
donnant respectivement les probabilités d’avoir une 
paire, deux paires, un brelan, et une couleur, dans le 
poker usuel, à 5 cartes : 


Plune paire) = EBER æ 0,4226 


52 
5 


Pldeux paires) = ESE & 0,0475 
(5) 
Plun brelan) = OC æ 0,0211 
(5) 
Plune couleur) = He = 0,0020 
52 


5 


ECC 


Voici un tableau résumé des différentes probabilités avec 
4, 5, 6 ou 7 cartes : 


= Réponse correcte 
o Réponse fausse 
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Guns [_ —[ [ww] o, 


Straight | 0,0002 | 0,00002 | 0,000002 | 0,000000 
flush 2 


Avec 4 cartes, la possibilité d’avoir un full disparaît, et 
les probabilités d’avoir 2 paires, une couleur ou une 


suite valent respectivement, à 107-près, 0,0103721, 
0,0104017 et 0,0102392. 


Probabilités 





Avec 6 cartes, comme avec 7, la probabilité de ne rien 
avoir est inférieure à la probabilité d’avoir une paire. Il 
faudrait donc changer l’ordre de valeur des mains. En 
revanche, plus on rajoute de cartes, plus le nombre de 
mains augmente : par exemple, avec 6 cartes, on peut 
avoir 3 paires, ou une paire et un carré, ou deux brelans. 
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(3) 
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(3) 
(4) 
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Le mot A N A G R A M M E comporte 9 lettres, réparties 

ainsi : 

3 A, 2M, 1N, 1G, 1R, 1 E. 

Un anagramme du mot A N A G R A M M E correspond 

à une classe de permutations des 9 lettres, où deux 

permutations sont équivalentes si les lettres A et les 

lettres E occupent les mêmes emplacements. Comme il 

y a 3 lettres A, et 2 lettres E, les classes d'équivalence 

comportent 3! x 2! éléments. finalement, le mot 
9! 


ANAGRAMMEena ——. 
3! 2! 


Calculons d’abord le nombre f{n;p) de façons de prendre 
p paires deux à deux disjointes, formées chacune de 
deux objets consécutifs pris dans une liste ordonnée de 
n objets x, Tz, …, Zp Si A est une telle liste, 

A = {(aja+l), (a@;a+1), …, (a,;a+1)}, 
posons 

KA) = {ax arl; ag-2; a3; …; a,-(p-1)}. 
Alors, (A) est un choix de p objets parmi n-p, à savoir 
{2 Tn …, Zap) et il est clair que f est une bijection de 
notre ensemble de listes sur l’ensemble de ces choix. 
Ainsi, 


fn;p) = E ) 
Pp 

La différence entre f{n;p) et g(n;p) tient au dernier 
élément de la liste : le premier élément d’une paire ne 
peut pas être x,, tandis que le dernier élément d’une 
liste d’objets non consécutifs peut être x, Si l’on 
identifie chaque élément a, d’une liste de p objets non 
consécutifs avec la paire (a;a;,.), on voit qu’il existe 
une bijection entre l’ensemble des listes de p objets non 
consécutifs pris dans {x,, t, …, £}, et l’ensemble des 
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paires disjointes formées de deux objets consécutifs pris 
dans {x, tz …, æ,,1}. On a donc g(n;p) = f(n+1;p), 


soit gn:p) = kg f 
Pp 


Lorsque les objets sont placés 
circulairement, la différence 
avec les cas précédents 
provient de ce que sur le 
cercle, le premier et le dernier 
élément de la liste sont 
voisins. Former une liste de 
paires d'objets consécutifs 
revient à placer des dominos 
ne se chevauchant pas, et 
recouvrant chacun deux points consécutifs parmi les n 
points t, &, …, æ, placés sur le cercle. Il y a des listes 
incluant la paire {r,;2,}, et des listes n’incluant pas 
cette paire. (Choisir l’une de ces dernière revient à 
choisir une liste de p paires deux à deux disjointes, 
formées chacune de deux objets consécutifs pris dans la 





liste ordonnée x, ©, …, £p Il y a donc fi) = wa 
p 


telles listes. Pour celles qui contiennent la paire {x,;%}, 
une fois choisie cette dernière il reste à prendre p-1 
paires disjointes formées de deux éléments consécutifs de 
l’ensemble 1, 2, …, 2,1. Ily a f(n-2;p-1) telles listes. 
finalement, 


Réponse correcte 
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dr (7 
-n (np 
E) 


Désignons par À, (resp. B,, C,) le nombre de parties 
connexes ouvertes (= d’un seul morceau, sans son bord) 
déterminées par n points sur une droite (resp. n droites 
dans le plan, n plans dans Rê). On cherche C. Notons 
d’abord que À, vaut n+1. Cela étant, si l’on a déjà n 
droites dans le plan, la 
(n+1)-ième va couper 
les n premières en au 
plus n points qui vont 
découper cette (n+1)- 
ième droite en n+1 





morceaux. Chaque h 
morceau découpe en B,= 1+4+ ( 2) 
deux une zone qui -1 


avait été découpée 
auparavant dans le plan par les n premières droites. La 
(n+1)-ième droite rajoute donc n+1 morceaux. 
Autrement dit, on a la relation de récurrence 

B, = B, + A, = B, + (n+1). 
On trouve immédiatement 


B = rr+n+2 


É 2 


r 
2 


De même, le (n+1)}ième plan (coup de couteau) 
rencontre les n plans précédents qui déterminent B, 
morceaux dans ce (n+1)-ième plan. Chaque morceau 
correspond au découpage d’un des morceaux qui avaient 
été obtenus par les n premiers plans. finalement, on a 
la relation de récurrence C,,,1 = Cn + Bp 
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Après initialisation pour 


Vous auez n = 1 ou 2, on aboutit aux 
déjà essayé de formules des assertions (4) 
couper une tarte +6) 
horizontalement ? c =- m+1)(-n+6) 

i 6 


efi 


Il y a toujours un nombre impair de triangles numérotés 
(1;2;3). Ce résultat est dû à Sperner, et il se généralise 
aux simplexes de dimension quelconque. Rappelons 
qu’un simplexe de dimension n est l'enveloppe convexe 
de n+1 points affinement indépendants dans R”. Ainsi, 
un simplexe de dimension 1 est un intervalle. Un 
simplexe de dimension 2 est un triangle. Un simplexe 
de dimension 3 est un tétraèdre. Montrons le résultat 
pour n=l1, et n=2. 


Soit donc un intervalle dont les deux extrémités sont 
numérotées 1 et 2. On découpe cet intervalle en sous- 
intervalles en prenant des points que l’on numérote 1 ou 
2. Il y a toujours un nombre impair de petits sous- 
intervalles numérotés (1;2). La démonstration se fait 
par récurrence sur le nombre p de sommets rajoutés. 
Pour p=0, on a seulement le grand intervalle, et la 
propriété est vérifiée. Si elle est vraie pour p, rajoutons 
un (p+1)-ième point. 
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S nt1 


1 1 1 2 


Sy = 1: N-N 
Sur “2: N-N+2 


o S'il est placé entre deux points ayant le même 
numéro, 1, il y a deux cas : 

— il est numéroté 1, le nombre d'intervalles 
numérotés (1;2) ne change pas. 


— Sil est numéroté j, le nombre d'intervalles 
numérotés (1;2) augmente de deux unités, et ne change 
donc pas de parité. 


o S'il est placé entre deux points numérotés 
différemment, quel que soit le numéro qu’on lui affecte, 
le nombre d’intervalles numérotés (1;2) reste inchangé. 
Voilà pour la dimension 1. 


Passons aux triangles. On va compter de deux façons 
différentes les arêtes numérotées (1;2), avec leur ordre de 
multiplicité, c’est-à-dire 1 (resp. 2) si elles appartiennent 
à 1 (resp. 2) triangles de la triangulation. Soit N ce 


nombre. o Sur le côté (1;2) du grand triangle, il yen a, 


d’après le résultat démontré plus haut, un nombre 
impair, 2k+1. A l’intérieur du grand triangle, il yen a 
un nombre pair, 2q, car chaque arête est partagée par 
deux petits triangles. On a donc N = 2q + 2k + 1. 


o Un triangle a soit 0, soit 1, soit 2 arêtes numérotées 
(1;2). Sil en a une, c’est l’un des triangles qui nous 
intéresse. Soit x leur nombre. Soit r le nombre de 
triangles ayant deux arêtes numérotées (1;2). On a 
N=zx+2r. 


En égalant les deux expressions de N, on trouve 
z= 2q + 2k+1-2r, 
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qui est un nombre impair. 


Entre les réponses 1 et 2, il résulte directement de la 
définition des W{N;P,n;i) que seule la n°2 est correcte. 


Considérons à présent une suite de P # et N-P # 
associée à n voisins, et commençant par un #. Soit le 
deuxième élément de la séquence est aussi un #, et il y 
a alors W{(N-1;P-1,n;1) façons d’arranger les N-1 et 
P-1 chiffres placés après le premier Ẹ pour qu'il y ait n 
voisins, soit le deuxième élément est un Ë, et il est alors 
voisin du premier ; les N-2 chiffres suivant le ? peuvent 
être arrangés n'importe comment, pourvu qu'il y ait 
parmi eux n-l # voisins de #, c’est-à-dire de 
W{(N2;P-lin-1) façons. L’assertion (3) est donc 
correcte. 

Détaillons le calcul de W{N:P,n,2), et considérons une 
suite de P Ÿ et N-P Ẹ associée à n voisins, et 
commençant par un Ë. Soit le deuxième élément de la 
séquence est aussi un %, et il y a alors W(N-1;P:n;2) 
façons d’arranger les N-1 et P-1 chiffres placés après le 
premier Ÿ pour qu’il y ait n voisins, soit le deuxième 
chiffre est un #, et alors le premier # est voisin du Ë 
placé en deuxième position ; les N-1 chiffres placés après 
le Ë de tête commencent par un #, et doivent founir n-1 
voisins, ce qui peut se faire de W(N-1;P,n-1;1) façons. 
Cela montre la véracité de la formule (4). 

Enfin, la formule (5) est fausse. 


= Réponse correcte 
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Le 
() 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


() 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


00H00 


000mg 


(Questions p. 10) 


Si vous pensez que l’assertion (5) est correcte, c’est très 
inquiétant. L'erreur est dans le passage de P(n) à 
P(n+1). Quand on passe à u-l et à v-1, ces deux 
nombres ne restent pas forcément dans l’ensemble des 
nombres entiers positifs. Par exemple, si u = 0, alors 
u-l = -1, et l’on ne peut appliquer l’hypothèse de 
récurrence. 


Rappelons d’abord qu’une partie À de E est dite stable 
par x si la composée de deux éléments de À est un 
élément de Á. Cela étant, considérons la loi x définie 
sur l’ensemble {xy;2} par la table suivante 





Si A = {2}, on a Ax{r} = {y}, et yxy = z € Ax{x}. En 
outre, AxA = {x}, et xxx = z € AxA, ce qui montre que 
AxA n'est pas stable. Le commutant de test {xy}, et 
rxy = z € {ry}. Enfin, puisque À est un singleton, la 
restriction de xà À x À est commutative, mais À n’est 
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pas stable. Reste l’assertion (2). Elle est vraie ; il suffit 
en effet d'écrire, par exemple pour Ex{x}, 

(axx) x (bær) = (akrkb) x z. 
On montre de même, que si x et y sont deux éléments 
de E, alors {r}xEx{y} est stable, toujours sous 
l'hypothèse selon laquelle x est associative. 


Les trois premières assertions sont évidentes. Si f n’est 
pas injective, il n’y a pas de raison pour que l’on ait 
sky = ykzsi f(xxy) = flyxzr) ; l’assertion (4) est donc 
fausse. De même, limage du commutant de A est 
incluse dans le commutant de f(A), mais n’a aucune 
raison de lui être égale. 


La définition usuelle d’un groupe est donnée dans 
l’assertion (5). La condition " exa = axe = e pour tout 
a € G" de l’assertion (4) définit un élément absorbant, 
e. Dans l’assertion (1), les quantificateurs ont été 
modifiés : "Pour tout a, il existe e..." n’a pas le même 
sens que "Il existe e tel que, pour tout a, ...". Enfin, 
restent les assertions (2) et (3). En apparence plus 
faibles que (5), ces assertions sont en réalité 
équivalentes. Voyons par exemple l’assertion (2) 
(l’assertion (3) se démontre par des méthodes 
semblables). Il s’agit de montrer (2) = (5). Supposons 
donc (2) vérifiée, et soit a € G. Supposons par exemple 
qu’il existe a’ tel que axa’ = e (le cas a’xa = ese traite 
de la même façon). Il s’agit de démontrer que a’xa = e. 
Posons a'xa = b. Alors, 
bkb = (a’xa)k(a'xa) = a’x(aka’)ka = aka = b. 
Soit b’ tel que b’xb = eou que bxb = e. Si b’xb = e, on 
a 
b'x(bxb) = (bxb)xb = b = b'xb = e, 
et de même, si bxb’ = e. 
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(N, +) n’est pas un groupe car 1 n’a pas de symétrique 
dans l’ensemble (-1 ¢ N). 


(Z; +) satisfait à tous les axiomes de la structure de 
groupe. 


(Z; x) est stable pour la loi qui est associative ; 1 est 
élément neutre, mais 0 par exemple n’a pas d’inverse. 
Ce n’est donc pas un groupe. 


Pour la même raison, (Q; x) n’est pas un groupe : 0 n’a 
pas d’inverse. 


L'ensemble I n’est pas stable par la multiplication. Par 


exemple, Ÿ2 I , mais V2 xÿ2 =2EQ. 


Chaque ligne de la table d’une loi de groupe contient 
chaque élément du groupe, listé une seule fois. De 
même pour chaque colonne. Comme a L a= d#a, a 
n’est pas l’élement neutre du groupe. De même, comme 
b L a= c# a, et que d L a = b # a, ni b ni d ne sont 
élément neutre. C’est donc c qui est l’élément neutre. 
La relation a L b = c montre alors que c’est a qui est 
l'inverse de b. 


L'ensemble {a*| neN'}U{e} de l’assertion (4) n’a 
aucune raison de contenir l’inverse de a. Ce n’est donc 
pas un groupe. Cela fournit un contre-exemple à 
l’assertion (1). Le dernier ensemble, {axx| ze G}, est 
égal à G, car l’application x axx est une bijection 
G — G. Restent les ensembles décrits dans les assertions 
(2) et (3). On montre facilement que ce sont des sous- 
groupes de G. 
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— L'assertion (1) est une question de cours ; on peut 
l’établir par récurrence. 


— Pour n = 2, le résultat est évident, car 
S, = {1d ; (12)}. 

— Supposons la propriété établie pour $,, :, et 
montrons-la pour $,. Soit donc o € S, 

o Sio(n) = n, la restriction o’ de o à S; est 
une permutation de S, qui s'écrit donc, d’après 
l'hypothèse de récurrence comme une composée de 
transpositions de $, ,. Ces transpositions ne faisant pas 
intervenir n, elles peuvent s’interpréter comme des 
transpositions de S, et o est composée de transpositions 
de Sp 

o Sio(n) = m < n, (m;n) o o laisse fixe n, et 
se décompose donc, d’après ce qui précède, en un 
produit de transpositions, T} o T3 O … O Tẹ Alors, 

o = (m;n) o ((m;n) o o) 

=(min) o 070.07, 

— Les affirmations (2) à (4) découlent de (1). 


— Pour (2), il suffit de remarquer légalité 


(69) = (ii) o (L) o (1), 


lorsque 1 < i< j. 


— Pour (3), on écrit légalité 
(1;i+1) = (ii+1) o (151) o (i+1), 
lorsque 1 < i< n. 


— Pour (4), on écrit légalité 
(hi1) = (1,2;.;n)"1 o (1;2) o (1:23...) #1, 
lorsque 1 < i< n. 


— P’assertion (5) est fausse. Pour S}, par exemple, les 
permutations (1;2) et (3;4) laissent toutes deux 
l’ensemble {1;2} stable. Cet ensemble reste donc stable 
par toute composée de ces deux permutations. La 
permutation (2;3) ne peut donc s’écrire comme composée 
de (1;2) et de (3;4). 
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Une partie non vide A de Z (resp. R) est un sous-groupe 
de Z (resp. R) si et seulement si pour tous x, y € À, on 
a x-y €E À. En utilisant cette caractérisation, on voit 
que {-1:0;1} n’est pas un sous-groupe de (Z;+), car 
1- (1) = 2 ẹ {-1;0;1}. On montre également 


(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


00E O 


lassertion (2), car nm -— np = n(m - p). Soit A est 


un sous-groupe de (Z;+). Si A = {0}, alors A = 0Z. 
Sinon, soit n le plus petit élément strictement positif de 
A. Alors, À = nZ. En effet, comme l’addition est une 
loi interne de À, A contient n, n+ n = 2n, 2n+n = 3n, 
etc, soit nN C A. Comme A est un groupe, -n € À, par 
le raisonnement de stabilité précédent, (-n)N, C A. 
Comme 0 € À, on a bien nZ C A. Inversement, s’il 
existait m € A\nZ, la division euclidienne de m par n 
produirait m = np + r, avec 0 < r< n, et l’on aurait 
r= m- np € À, ce qui contredirait la définition de n. 
Ainsi, A = nZ. 

— Q est un sous-groupe additif de R qui contredit 


l'assertion (4). En effet, pour tout x € Q*, s €Zr. 
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— Enfin, Z est un sous-groupe additif de R qui 
contredit l’assertion (5). 


10. 
(1) O 0 n’admet pas n racines n-ièmes, mais tout élément de 


(2) EŒ C'icfait. 


(3) E U, et U sont non vides, et l’on a Pinclusion 
4) O mCUcC. En outre les deux égalités 
(5) oO 2ikn 2i(n-g)r 2i(k+n-q)r 

ere ? =e n et e® er #8) S eltt) 


montrent que si u et v appartiennent à U, (resp. à U), 
alors uv! appartient également à U, (resp. à U). Tout 
ceci montre que U, est un sous-groupe de U qui est un 
sous-groupe de C*. 


L’assertion (3) découle de légalité z} = 47 , tandis 
que la relation (4) est fausse, comme on peut le voir en 


3 6 


prenant e? et e° , deux éléments de Uş. Il n’existe 


2ir 2i \p 
pas d’entier p tel que eê = (. 3 ) . La relation (4) 


est vraie si z, est une racine primitive n-ième de l’unité. 


Les 2, sont les racines n-ièmes de l’unité, donc les 
racines du polynôme P(X) = X®-1. La somme des 
racines de ce polynôme est donnée par le coefficient de 


n 
X™!, qui est nul. On a donc È z% = 0 , ce que l’on 
k=1 
peut retrouver en remarquant qu’il s’agit de la somme 
de termes consécutifs d’une suite géométrique : 


. n Zik dir 2t 
Fae n l1-e ? 
Date serle -o 
k=1 k=1 2i 
l-e” 
= Réponse correcte 
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Résultats du QCM n°3 
Nombres complexes 
(Questions p. 17) 


Ce QCM porte sur les nombres complexes. Bien entendu, on identifie 
C et R?, avec toutes les structures sous-jacentes. 














1. 
(1) E 
(2) oO z = k3 +4i] -[-2 -24]  -1+6: 
(8) O [-2 +2] -[3 +4] 5-2 
(a) 0O 
(5) D = 1465 ,5+2i _ _7 _ 32, 
-5-21 -5+2i 29 29 
On en déduit 
7 32 
HE — 2) = = — 
A=- o- -2, 
COÛTÉ 32Ÿ _ 1073 _ 37 
AT = el +|-22]| =- 2 =- 2, 
29 29 841 29 
et 
arg(2) = arg(-1 +61) - arg(-5 -2i) 
Un calcul rapide fournit une approximation de 
argl2) ; arg( z% 1,35 rad . 
Enfin, 
25 -1 +61 _ -1-61 
z5 2p -5 +21 
STe slon 
29 29 29 29 
= Réponse correcte 
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2. 
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Puisque u, v, et w sont des nombres complexes de 
module 1, posons u = ée, v = &@ et w = é. On 
a alors 
uv + vw +wu = elb) + é+) + elito) 

= e(e*+8 +q) (ei + ei + ei) 

= letb +n) (5 + ü + à) 

= e(e+B +) wtvtu 
d’où 

Juv + vw + wul = lu +v + wl ; 

car ée] = 1. 
Enfin, les assertions (4) et (5) sont fausses, comme on 
peut le constater en prenant par exemple 
u=v=l=-w On a alors uv+vw+uwu = -1, 
u+u+w=1l,et u? +? +u’ = 3 ,ce qui contredit ces 
deux assertions. 


La relation se 


Z2 Zı+Z, démontre facilement 
en posant 
Zg = Ep + TV 
Zi > ke {1:2}. 





Si c # 0, ce qui est le cas puisqu'on a supposé a, b, c, et 


d € R*, f n’est pas définie en ad . Ce n’est donc pas 
c 


une application C — C. Comme le complexe z4 
c 
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n'appartient ni a E ni à F (c’est un réel), fig et fp sont 
bien définies comme fonctions à valeurs dans C. 
Pour déterminer f(E) et f(F), on peut soit procéder 


directement, soit poser z= x + iy. Voici les deux 
calculs : 


cz+d  (cz+d) x(cz+ d) 





go = tb = lead 


_ aczz+bd +adz+bez 
lez + af 


: le complexe 
conjugué de ag + b 
(a b € R) n'est pas 
a 3 — b, mais 
a% +b. 





d’où 





Sa) = 1 Sladz + bc? 





lez + d 

- 04 _g),_ 1e f) 
lez + af lez + df 

_ ad-bc 2) 
lez + af 
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ou, en posant z = x + iy, 


fà = alz + iy) +b z (ax +b) + iay 
elz + iy) +d (cx + d) +icy 


Re PCT E äl 


(Ge + d) + til x [ee + d) - iy] 


dsl das) 
lez + af 


Ainsi, f change le signe de S(2), de sorte que fip est une 
application E — F, et que fj pest une application F — E. 


Pour les assertions (4) et (5), il convient de considérer 
l’application réciproque de f. Comme il s’agit d’une 
application homographique, on peut soit résoudre 


az+b 


directement l'équation en z, Z = 7’ soit inverser 





cz + 


a b 
la matrice associée à l’homographie, M; «| jh 
c 


s dZ -b 


Dans les deux cas, on arrive à z = z ce qui 
a-c 





montre que f est une bijection ofa | ~efe} ; 
c a 


c d ; 5R ER 
Comme = et -= n’appartiennent ni à E, ni à F, on 
a c 


en déduit que Íi g est injective, et que Î p est une 
surjection F — E. 
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(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


iz -irá 
A et-e 
sints = | 
21 


1 (etiz = 4e +6- 4 2iz + etiz) 
24 


n 


ECSED 


et 


co x = (2 =] & + (aix +367 +3e "2 + e it) 
2 


on tire 
trente Z fl tiz _4@ir 46 -4e-2ir + etia) 
(e +3 eT + 3e + e312)] 
z 3 (eriz + er) - (Si? + e53) 
È slet ý e7313) + 3l + e-)] 
= à (cos7x - cosbr - 3cos3x + 3cos2) 
Des trois identités a - b = (a - b) (a? + ab + b) j 


cos?x +sin?x = 1 et sin2r = 2sinz cost, on tire 
immédiatement 

sinz - cosr 

sint ~ cost 


2 


2% + sing cost + cos?x 


= sin 
=1+ 1 sin2z 

2 
Pour établir l’assertion (3), on utilise une fois encore la 
relation a? - b = (a-b)(a? +ab+b?), mais aussi sa 


variante a? + b = (a +b) (a? -ab +8?) . Il vient 
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sinär _ cos3r _ ef? - ei Sir + Six 
sing cosg et -= eiT et + et 








(ei + ét eiT + e2i3) 
(air - e? ei? + e213) 


=2 
Pour l’assertion (4), on utilise deux fois la formule 


tan(r + y) = tanz +tany 
1l -tanz tany 


On obtient alors 
tan(x +y +2) = tan((x + y) +2) 


tanz +tany , tanz 
1 -tanztany 
1- tanz +tany tan? 
l -tanz tany 


_ tant +tany +tanz (1 -tant tany) 
l - tanz tany -(tanz + tany) tanz 


tanz +tany +tanz -tanz tany tanz 
1l - tanz tany -tanz tanz - tany tanz 


Pour lassertion (5), on peut utiliser les formules 
d’addition, si on les connaît, ou bien passer aux 
exponentielles complexes. Dans le premier cas, on écrit 
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sindx +sin2z _ 
cos4x + cos2x 


2 sin (az + 22) cos {a - 27) 


2 cosžlaz + 2x) cosž(4z E 2x) 


=- 2sin3z cosx 
2 cos3z cosx 


= tan3x 


et dans le second 


sin4z + sin2x 
cos4x + cos2x 


1 efi? - etit + Air -= e72ir 
i ET + etit 4 eiT + e?it 
(e'z - e7213) (aix š e72i3) + ET - e”2iz 


(eiz + e73ia) (eiz + e-ir) 


s.lr 


(e'z z e”212) (eiz + e”2iz + 1) 


(8i: $ e"3i2) (e? + ei?) 


(eiz B afe Ne = 


et 2 et 


l 
i 


1 
i (eiz + e7313) (eiz + e?) 

1 (esiz _ eia) (eiz m. e7213) 
i 


(ei + e7312) (eiz + ei?) (eiz = ei?) 


= tan3x 
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Les réels |2+1-—2: et 
|z- 1 - i| représentent 
respectivement la distance 
entre les points z et —-1+2: 
d’une part, z et 1+i d’autre 
part. La relation 






1#i 


z+1-21 

z-1l-i 
exprime donc légalité de ces distances. L'ensemble 
cherché est la médiatrice du segment d’extrémités —-1+21 
et 1+1. 








z-3 
z-5+2i 
exprime que les vecteurs 
z-3 et z-5+2i sont 
colinéaires, C étant considéré 
comme un espace vectoriel 
sur R, dont les complexes 1 
et i forment une base. Elle 
est vérifiée lorsque les points 
z, 3 (3 = 3-1 + 0-1) et 5 — 2i sont alignés. La relation 


La relation 





ES. ER 
2-5 +21 
exprime que les vecteurs z- 3 et z- 5 + 21 sont de sens 
opposés, donc que le point z est entre les points 3 et 
5 — 21. 
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La relation s'écrit 
aussi 

z2+2+3i= XÛz-2 
i, 

avec AER. Les 
vecteurs z + 2 + 3i et 
z- 2i sont donc 
orthogonaux : la 
multiplication par : 
d’un vecteur fait subir 
à celui-ci une rotation 
d’angle 7/2. Le point z "voit" les points -2-3i et 2i 
sous un angle droit, et se trouve sur le cercle de 
diamètre [-2-3:;2. Du fait du quotient dans la 
relation de départ, il convient d’ôter de ce cercle le point 
21. 





La condition est équivalente à |a- 4? < [a+ 2, ou 


à -Ra+a)z<0. Comme a+a est réel et 
strictement positif, la condition signifie R(2) > 0. On 
peut aussi le voir géométriquement, en disant que la 
condition est équivalente à 


la- 4 < |z- (a), 


ce qui exprime que la distance de z au point a est 
inférieure à la distance de z au point a. L’ensemble 
cherché est donc le demi-plan ouvert dont la frontière 
est la médiatrice de [a;ā], et qui contient a, à savoir le 
demi-plan droit ouvert. 
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10. 
(1) M Les cinq formules sont correctes. Leur vérification 
(2) M repose sur un simple calcul. Voyons donc une autre 
(3) m implication. Considérons légalité 
(4) E (2n-1)+i_ 2@+i 
(5) E (2n+1)+i 2n? +2n+1 


En multipliant ces égalités, et en simplifiant, on obtient 
N 


meoo; l+i 
na (2n +1)+i 2N+1+i 


2 272 +i 
na 2R +2n+1 
i N 
=-~ Il (2r2 +) 
IL (2 +2n+1) 7 


n=1 


puis, en égalant les arguments des deux membres, 





1 a 1 
T - arctan = L arctan — 
4 2N+1 a 27 


et enfin, en faisant tendre N vers oo, 


= 1 
Le D» arctan— . 
4 n=l 2n? 
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1. 
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(3) 
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Polynômes 


(Questions p. 23) 


Dans la partie gauche de la figure, la partie tramée a 
une aire qui vaut a? — b. Dans la partie droite, on a 
déplacé et retourné les deux parties constituant la partie 
tramée, à gauche. On obtient alors un rectangle de 
largeur a + b, et de hauteur a — b, dont l’aire est donc 
(a — b}(a + b). 


Un polynôme de période 1 est constant, car sinon, le 
polynôme P = f- f(1) aurait une infinité de racines 


sans être nul. Par suite, 1) = f(3) =5. 


Les assertions (1), (3), (4) et (5) sont exactes, et la 
procédure indiquée fournit la démonstration des 
formules de récurrence. 

Pour l’assertion (2), le développement de 


[a +1) -(1- 1)”] conduit à la relation 


D Lai Tr 


2 
2 


et non à celle proposée. De la même façon, le 


développement de a +1) +(1- 1)”] conduit à la 
relation 
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CES 
2k 


> 
0O<k< 


n 
2 


Considérons d’abord les développements pour n = 1, 2 
et 3 : 


(+) =1+2r+% 
(1+ g+ 2? = 1 ++2r + 3P +2 + a 


(A+z+r +e? 

= 1 + 2r + 3z 
2 4 48 + 3 + 2 + af 
La formule se généralise, et la démonstration se fait par 
récurrence. Il est à noter que la généralisation se fait 
aussi "à l’ordre infini", avec l’argument suivant : pour 
|z| < 1, on connaît le développement tiré de la formule 
de sommation des séries géométriques : 


> Æ = l+r+r + +. 
k=0 


ee 

l-z 

En outre, soit en dérivant les deux membres de cette 
relation par rapport à <x, soit en utilisant le 
développement de Taylor, soit en utilisant le 
développement du binôme, on démontre la relation 


OO 


£ (k +1) = 1 +27 +32 +43 +... 
ko 
1 


(1-2) 


On déduit immédiatement de ces deux égalités l'identité 





(Ltrt + +.) = 1 +97 +30 +40 +. 
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avec toujours la condition |z| < 1. 


Notons enfin que la formule (5) est fausse, car elle 
compte deux fois le terme en +”, lorsque n est impair. 


P est divisible par Q si et seulement si n n’est pas 
divisible par 5. En effet, dans C, le polynôme P s'écrit 


P(2) = #71 . Les racines de P sont donc les racines 
5n-ièmes de l’unité qui ne sont pas racines n-ièmes. Or 
les racines de Q sont les racines cinquièmes de l’unité 
autres que 1. Ce sont également des racines 5n-ièmes de 
l’unité qui ne sont pas racines n-ièmes si et seulement si 
n n’est pas divisible par 5. 


Les équations palindromiques sont aussi appelées 
équations réciproques. 


Pour simplifier, divisons par a, et considérons l’équation 
palindromique du quatrième degré 


É + pÈ + q + pr+a=0. 


Le changement de variable z = z+l transforme 
z 


léquation en 
2 + pz+q-2=0. 


Une fois cette équation du second degré résolue, 
éventuellement dans C, on peut trouver x en résolvant 
les deux équations du second degré 2° — 2;x + 1 = 0, où 
z; sont les racines de l'équation en z2. 
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Le changement de variable x = y -2 € conduit 


seulement à une équation du quatrième degré où le 
coefficient de ÿ est nul, 


yt + dy + dy + h = 0, 


avec 
PR CE 
h=a-Sat<é, 
et d= -iaat CT. 


Il est toutefois possible de parvenir à une équation 
palindromique du quatrième degré en effectuant un 
changement de variable supplémentaire. Posons 
y = ut + v, où u et v seront déterminés plus loin. En 
remplaçant dans l'équation en y, on obtient 


wt tvt lor + du 
+4 +2d;v+ d)ut 
+h +d? + du + à) =0 
Pour rendre cette équation palindromique, il faut 
ut = +d0 +dv+d, 
et 4vu? = 4w+2du+d, 


En élevant au carré la dernière équation, multipliant 
lavant dernière par 16b, puis en égalant les deux 
membres de droite des deux équations ainsi formées, on 
obtient, après simplifications 


8d +(16d) -4d)v? -4d du -È = 0 
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En prenant pour v une racine de cette dernière équation, 
et en prenant ensuite u solution de 


ut = +d +tdhvtd, 


on obtient une équation palindromique, ainsi qu’on 
lavait annoncé. 


On ne sait pas résoudre les équations quelconques de 
degré > 5. Inutile de chercher une formule : on peut 
montrer qu’il n’en existe pas. 


Enfin, les assertions (4) et (5) sont de simples 
vérifications. 


Considérons, sur R,, la fonction P,. Sa dérivée, définie 
par 


P{(x) = (n+2) 2" -k 


est une fonction strictement croissante sur R,, négative 
en 0, tendant vers +00 en +00 (la somme d’une fonction 
strictement croissante et d’une fonction croissante est 
strictement croissante). La fonction P, est donc, sur R., 
une fonction décroissante puis croissante. Elle a donc 0, 
1 ou 2 zéros. En 0 et en +oo, la fonction P, est positive. 
Pour les valeurs de P, en 1, deux cas sont à considérer. 


— Sik>2, alors, P,(1) < 0. Dans ce cas, P, a deux 
racines, l’une dans ]0;1[, l’autre dans ]1;+o0|. 

— Si k= 2, alors, P,(1) = 0 et P,/(1) > 0. Dans ce 
cas, P, a deux racines dans R,, l’une dans ]0;1[, l’autre 
qui est 1. 


En fin de compte, on voit que P, a toujours une unique 
racine dans ]0;1[. 
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P est divisible par Q si et seulement si —1 est racine 
double de P, c’est-à-dire si et seulement si —1 est racine 
de P et de P’. Le système affirmant que Q divise P est 
donc le suivant 


a(-1}" + b(-1) 7 +1 
= (-1) (a-b) +1 = 


nal-1)™™ + (n-1) b(-1)"? 


n(-1)"* (a - b) - b(-1)" = 0 


P(-1) 


P'(-1) 


ll 


soit 
a-b =(-1)" 


b = -nla - b) 

puis 

a = (-1)"(n -1) 

b= (-1)"n 
Supposons à présent cette condition remplie. On a donc 

PX = (1) (n-1)2 + (21) nX +1 

Pour effectuer la division, plusieurs solutions. On peut 
bien sûr poser la division, et procéder par récurrence 


une fois que l’on a vu comment le quotient s’écrit. 
Voyons une méthode plus formelle. 


Si P(X) = (X+1) R(X), alors 
P'(X) = (1) n(n1) X! + (1) n(n-1) X"? 
= (-1)” n(n-1) X? (X+1) 
= R(X) + (X+1) R(X), 


de sorte que 
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R(X) = (X+1) (1) n(n=1) X"? - R(X) 


Par ailleurs, le polynôme R(X) se calcule facilement en 
utilisant l'identité remarquable 


1-a” = (1-a) (1+a+a+...+a"t) 
On obtient 
P(X) = (1) (n1) X” + (1) nX"! + 1 
= (1) n (A+ X") + 1 - (1) X” 
= (1) n XI (X+1) 
+ (1+X) (-X+X 
24,41) xt) 
= (X+1) (1-X+ X+... + (1) X" 
+ 1) 
nn X™1) 
On a donc 
R(X) = 1-X+ X+... +O AX (1) n X, 


d’où, en remplaçant R’(X) par sa valeur, le quotient S 
cherché, 


S(X) = (1}"n(n-1) X”? - RI(X) 
= 1-2X+3 X? +... + (1)? (n-1) X”? 


Notons d’abord que P est 
un polynôme de degré 4, 
et non 5. L’équation 
P(X) = 0 peut être 
abordéegéométriquement, 
ou algébriquement. 

Commençons par le point 
de vue géométrique. 

L'équation P(X) = 0 est 
équivalente à (X-2) = X5. En modules, on a donc 
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IX-2] = |X|, 


ce qui exprime que, dans le plan complexe, la distance 
entre le point X et le point 2 est égale à la distance 
entre le point X et le point 0. Ainsi, X est sur la 
médiatrice de 2 et de 0, à savoir la droite d’équation 
t=: 

Soit © l'argument d’une 
Penser à racine X de P. Comme X 
L ; les est sur la droite d’équation 
à æ=l, le point X-2 est 
Egauations. symétrique de X par 
rapport à laxe —0; si 
0+a est l’argument de 
X-2, on a 0+a = 7-6. 

L’équation 

(X-2} = X 
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implique, en termes d’arguments 
5(0+a) = 50 [27], 


soit 5(n-0) = 50 [2x], 
d’où psr |? 
2 5 





A noter que cette condition est nécessaire, mais non 
suffisante pour que X soit une racine de P. Pour une 


; | T . 
racine, on ne peut avoir 0 = JAn} Avec l’abscisse et 


l'argument, une racine de P est bien déterminée. 


Passons à l'étude algébrique. L’équation P(X) = 0 est 
équivalente à (X-2)° = X5. Puisque X # 0, ceci est 





5 
équivalent à (=z) =] ,soità 
> 2kT 
LE =e 5, kel1234}, 
ou à X = 2 = k e{1;2;3;4} . 
2RT 
l-e 5 
On peut préciser l’expression de X : 
me) 
Yann. Ne 
2kT 2ikT -2ikT 
l-e 5 \1-e šj\-e Žž 
art sin2kT 
zolee E 5 
1 - cos2kT 1 - cos2kT 
5 5 


Notant X, Le X, et X, les racines de P, ce 


polynôme se factorise en 
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P(X) 

=- A(X- x)(x -Xx -x)(x-X.) 

= [X2 - (X, +X) X +X X) -0 +X) X + x, X,) 
= A(X -2R (x) X + X, Xi) (X - 2R(X,) X + X, X) 

= a(x -2X +X, %2 -2X+X,X.) 


Ainsi, il ny a quà chercher les trois termes 


X, XX, et X, X, . Il suffit d'identifier les deux 


expressions de P. On trouve : 


F(X) = ob -2x 1022/5 || 10 ~as 20-05 


— Les fonctions exponentielles sont les fonctions 
continues R — R non identiquement nulles vérifiant 
léquation fonctionnelle 


YzER, YyER, P(x+y) = P(x) P(y). 
Le seul polynôme non nul satisfaisant à cette équation 
est le polynôme constant égal à 1. 
— Il satisfait également à l’équation fonctionnelle 
YzER, VyeR, P(x-y) = P(x) P(y), 
de sorte que l'affirmation (5) est fausse. 


— Les fonctions puissances, c’est-à-dire de la forme 
P(x) = z” sont les fonctions continues R — R non 
identiquement nulles vérifiant léquation fonctionnelle 


YzER, VyER, P(xy) = P(x) P(y). 
Les polynômes non nuls qui satisfont à cette équation 


sont donc les monômes de la forme P(x) = z”, où n € N. 
— L'équation fonctionnelle 


VzeR, VyeR, P(x+y) = P(x) + P(y) 
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caractérise les fonctions linéaires parmi les fonctions 
continues R — R. Les fonctions polynômes satisfaisant à 
cette équation fonctionnelle sont donc de la forme 
P(x) = Xx. On peut le démontrer directement : Soit P 
un polynôme vérifiant, pour tous réels x et y, 
P(x+y) = P(x) + P(y). Si le polynôme P n’est pas 
nul, il n’est pas constant. S'il est de degré n > 0, soit 
a,x” son terme dominant. En +co, on a P(x) ~ a,x”, et, 


puisque a, + 0, PG) a, - Par ailleurs, du fait de 
z” 


léquation fonctionnelle, on a P(k) = kP(1) pour tout 
entier k > 0. En faisant tendre k vers +00, on en déduit 
que P est de degré 1. Comme P(0) = 0, c’est un 
polynôme de la forme P(x) = Xr. 


— L’équation fonctionnelle 
VreR, VyeR, P(xy) = P(x) + P(y) 

caractérise les fonctions logarithmes, dans l’ensemble des 
fonctions non identiquement nulles continues R À >R. 
Le seul polynôme satisfaisant à cette équation est bien 
le polynôme nul. Montrons-le directement. Si P est un 
polynôme non nul solution de cette équation, ce n’est 
pas un polynôme constant. S'il est de degré n > 0, soit 
a, æ son terme dominant. En +co, on a P(x) ~ a3”, et, 


puisque a, + 0, Pn) ~a. Par ailleurs, en 
g 

appliquant n-1 fois l'équation avec x= y= 2, on 

montre légalité P(2”) = nP(2), pour tout n>1; 

comme P n’est pas le polynôme nul, on doit avoir 

P(2) + 0, car sinon P aurait une infinité de racines. On 


en déduit Pl) = £ P(2) —0, ce qui contredit la 
2" 2” 


relation Pln) ~a,- 
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Espaces vectoriels 
(Questions p. 31) 


Les réseaux ont la propriété de l’assertion (1) sans être 
pour autant être des sous-espaces vectoriels de R”. Par 
exemple, N x N dans R?. Dans l’assertion (2), la partie 
F peut être vide. Les assertions (3), (4) et (5) sont des 
conditions suffisantes, et même nécessaires et suffisantes 
pour que F soit un sous-espace vectoriel de E. 


— W; est l’ensemble des combinaisons linéaires de 
(1;0;0) et de (0;1;0). C’est donc un sous-espace vectoriel 
de R®. 


— W, mest pas un sous-espace vectoriel de R? car 
(10,0) € Wz, tandis que -(1;0;0) = (-1;0;0) € Wz. 


— W, est un sous-espace vectoriel de R, car c'est le 
noyau de l’application linéaire R? — R, (a;b; c) > a+b4e. 


— W, n'est pas un sous-espace vectoriel de R? car 
(1;0;0) € W, tandis que 2 (1;0;0) = (2;0;0) ¢ W, 


— W, n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car 


(1;0;0) € W, tandis que Ÿ2 1;0;0) = (VZ ;0;0) € W; . 


Une intersection quelconque (non vide) de sous-espaces 
vectoriels est un sous-espace vectoriel. La somme 
algébrique de deux (ou d’une famille de) sous-espaces 
vectoriels est un sous-espace vectoriel, de même bien 
entendu que la différence algébrique. (On a en effet 
F+G=F-G, car si G est un espace vectoriel, 
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G = -G. Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel, 
tout comme la différence ensembliste de deux sous- 
espaces vectoriels, ne saurait être un sous-espace 
vectoriel : il ne contient pas 0. 


e Pour que u soit combinaison linéaire de v, & et vg, 
il faut et il suffit qu’il existe a, B et y € R tels que 


u = au + Bu + yus. 
Cela nous amène à étudier le système 


a +2 + y = 2 

-3a = 48 - 5 -5 

2a -B + 7y = 3 
que l’on traite par la méthode de Gauss. On obtient 
successivement 


1 2 12 
-3 -4 -5| -5| — 
2 1 713 


L1 — Li 1 2 112 
L2 + L2+3L110 2 -2| 1] — 
L3 — L3-2L1 0 -5 5 |-1 


Li + L1 12 112 
L2 + L2 0 2 -2|1 
L3 + 2L3+5L1 (0 0 0 |3 


Ce dernier système est impossible, et u n’est pas 
combinaison linéaire de v, w et v. (Suite p. 163) 
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(Suite de la page 161) 
e De même, pour que P(X) soit combinaison linéaire 
de Q(X), R(X) et S(X), il faut et il suffit qu’il existe 
a, B et y E€ R tels que 
P(X) = aQ(X) + BR(X) + 48(X) 

Cela nous amène à étudier l’équation 

B+at-3 = (o+28)8 +(-20 -38 +)t +(5a +37) 
qui se traduit, en identifiant les coefficients de À, de t et 
de 1 dans les deux membres, par le système 


a + 28 = 1 
-2a - 38 + y = 4 
5a + 3y = -3 


que l’on traite, comme d’habitude, par la méthode de 
Gauss, avec cette fois-ci un pivot total. On obtient 
successivement 


1 2 O|1 
-2 -3 1| 4] > 
5 0 3|-3 


L1 + Li 1 2 0|1 
L2 + L2+2L110 1 116| > 
L3 + L3-5L1 (0 -10 3 | -8 


L1 + L1-2L2 |1 0 -2| -11 
L2 + L2 0 1 1 6 => 
L3 + L3+10L2 (0 0 13 | 52 


Li + 13L1+2L3]13 0 O |-39 
L2 + 13L2-L3 | 0 13 0 | 26 
L3 + L3 0 0 13| 52 
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d’où l'on tire a =-= = -3, 6 - 5 = 2, et 
13 13 

13 
combinaison linéaire de Q(X), R(X) et S(X). 


= 4. Cela montre que P(X) est bien 


e Ecrire que la matrice À est égale à aB + BC + D 
donne le système 





k je a z] 
1 -2) (a+8 8-7 
qui se résout directement : 

a= 3 

B = -2 

NY = -l 


e Pour l’assertion (4), dire que tout vecteur de R? est 
combinaison linéaire de &, e et e, c’est dire que ces 
trois vecteurs forment une base de R, ou encore que la 


10 0 
matrice |2 1 0| formée par leur composantes est 


3 2 1 
inversible ; or on voit sans calculs que c’est une matrice 
triangulaire inférieure dont les termes de la diagonale 
sont tous non nuls. Cette matrice est inversible, et les 
vecteurs €, & et e forment une base de R°. 


e Pour l’assertion (5), notons d’abord que les deux 
1,1 
vecteurs v = (2:3:0) et w= Ga) sont dans le 


plan 2=0. Un plan étant de dimension 2, il est 
équivalent de dire que ces deux vecteurs engendrent le 
plan, qu’ils en forment une base, ou qu’ils forment une 
famille libre de vecteurs de ce plan. Comme v = 12w, 
ce n’est pas le cas. 
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La formule de la dimension nous donne 
dim (V+ W) = dim V + dim W - dim ( VN W). 
Comme V+ W est inclus dans E, on a 
dim (V+ W) < dim E = 7. 
On en déduit dim ( VN W) > 2. 


Par ailleurs, puisque VAW C V, on a 
dim (VN W) < dim V = 4. 
Cela montre l'encadrement 
2 < dim(VN W) < 4. 


Ce simple encadrement montre seulement que VN W ne 
peut pas prendre de valeurs autres que 2, 3 ou 4. Il ne 
montre pas que VN W peut effectivement prendre les 
valeurs 2, 3 ou 4. Pour démontrer cette dernière 
assertion, il suffit de prendre trois exemples. On 
considère dans tous les cas E= R’, avec une base 
{e1; 62; -3 €}. 

— Pour obtenir dim ( VN W) = 2, on prend 

V = Vect(e;e;e;e), et W = Vect(es ; €4; 6 ; €; €7), 
où la notation Vect(A ) désigne le sous-espace vectoriel 
de E engendré par À. 


— Pour obtenir dim ( VN W) = 3, on prend 
V = Vect(e ; €; 6&; €), et W = Vect(e ; 6; €43; €; €). 
— Pour obtenir dim ( VN W) = 4, on prend 
V = Vect(e; ; €z; €; €4), et W = Vect(e; ; €2; 63; €4; €). 


L’assertion (1) est vraie si n = p. Dans ce cas, si, par 
des combinaisons linéaires des équations de départ, on 
arrive à des équations de la forme 

(2) m = Cr y Tp = Cp 
le système (2) fournit les solutions du système de 
départ. C’est pratique, mais cela ne marche que si 
n= p. 
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Il ne faut surtout pas remplacer une équation par une 
combinaison linéaire des autres équations. Ce que l’on 
a le droit de faire, c’est de modifier une équation L; en 
lui ajoutant une combinaison linéaire des autres 


équations ; autrement dit, on change L;en L; + L Ly- 
kri 


Le nombre d’équations et le nombre d’inconnues ne sont 
pas les deux seuls éléments à considérer en matière de 
résolution de système ; il faut également considérer le 
rang r du système, forcément inférieur à min{n;p}. Si 
le rang du système est inférieur au nombre n 
d’équations, il est possible que le système n’ait pas de 
solutions. La solution pratique consiste à mettre le 
système sous forme échelonnée, par des combinaisons 
linéaires de lignes (c’est-à-dire à mettre le système sous 
la forme triangulaire). Si les n — r dernières équations 
sont de la forme 0 = c, c + 0, le système est impossible. 
Si les n — r dernières équations sont de la forme 0 = 0, 
le système admet des solutions. Dans ce cas, sir = n, 
il y a unicité des solutions, et si r < p, l’ensemble des 
solutions est un espace affine de dimension p-r. 


Pour un endomorphisme g de E, les noyaux des itérées 
de g forment une suite croissante, tandis que les images 
des itérées forment une suite décroissante. Si deux 
noyaux consécutifs sont égaux, tous les noyaux suivants 
le sont. De même pour les images. En dimension finie, 
il existe toujours un entier tel que ce soit le cas. Les 
endomorphismes nilpotents sont ceux pour lesquels la 
suite des noyaux se stabilise à l’espace tout entier. Pour 
cette raison, on a forcément p < n. Le théorème de 
décomposition des endomorphismes nilpotents s’énonce 
ainsi, avec les notations de la question : il existe des 
éléments t, …, 2%, … Zm de E, et une séquence 
P = Pı > P2 È P3 > … > Pm dentiers naturels tels que 
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f(m) =f”) == f(x) =0, 
et que 
(5f Co) sf PU) af (mn) Pa); 
i En nSP (an) } 


soit une base de E. Dans cette base, la matrice de f se 
décompose en m blocs diagonaux de la forme 


0 1 0 + O0 
0010 
is M ni P, lignes . 
0 0 0 1 
0 00 -0 


L’assertion (3) est le lemme fondamental de la 
démonstration de ce théorème qui s'effectue par 
récurrence. 


(1) M Iest clair que fy est linéaire lorsque f l’est. Si H + U, 

aD o lapplication linéaire nulle fournit un contre-exemple à 

(3) E lassertion (2) : on a alors Ker fy = H, et Ker f = U. La 
relation exacte est donnée dans l'affirmation (3), qui 

(4) m découle immédiatement de la définition. Pour Im f, 

(5) M comme HCU, on a f(H) Cf(U)=Imf, d’où 
Im fN f(H) = f(H), et 


Im fy = (H) = Im fA S(H). 
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Im f est un sous-espace vectoriel de dimension 1. Toute 
base de Im f est donc constituée d’un seul élément. Soit 
b un tel élément. Puisque f(b) € ImJ, il existe X € R tel 
que f(b) = Xb. Cela étant, si x € E, il existe p, € R tel 
que f(x) =u,b. On a alors 
PC) = f(b) = paf (b) = zab = f(x), 

ce qui montre la relation f? = Af ; les deux premières 
assertions sont donc vraies. En outre, si À # 1, f n’est 
pas un projecteur. Rappelons en effet qu’un projecteur 
est un endomorphisme tel que f? = f. Si X + 1, f-Id est 
un isomorphisme ; en effet, si x € Ker(f- Id), on doit 
avoir f(x) = x, et x doit appartenir à l’image de f. Mais 
si æElmf\{0}, on a f(x) =Xr#zx si \#]1. 
Inversement, si À = 1, alors Ker(f— Id) contient Im f, de 
sorte que f- Id n’est pas injective. 


Il ne peut pas exister g € L(R;E), et h € L(E;R) telles 
que f= ho g; en effet, quand on prend l'application 
ho g, la première application est g, qui est définie sur 
R, tandis que f est définie sur E. En revanche, il existe 
g € L(R:E), et h € L(E;R) telles que f= goh. En 
effet, si l’on pose g(t) = tb pour tout t € R, et si l’on 
définit une forme linéaire h par l'égalité f(x) = h(x) b, 
alors on a bien f=go h. Il ny a pas unicité des 
applications linéaires get h: si Pon a f= go h, on a 
également f = (£g) o [(1/£)h], pour tout £ € R*. 


Dans le cas d’un espace de dimension finie, la 
décomposition f = g o h se traduit ainsi : une matrice 
M est de rang 1 si et seulement si elle se décompose 
comme produit M = CL d’une matrice colonne C par 
une matrice ligne L. 
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Il est clair que V; est un sous-espace vectoriel de 
L(F;E). En effet, il est non vide car il contient 
l’application nulle ; En outre, l'égalité 

fo Ag+uk)of=)fogof+ufokof 
montre que l'application g> fo go f est linéaire. 
L'ensemble V; mest autre que le noyau de cette 
application. 


Lorsque fest l’application nulle, on a V; = L(F; E), et 
lassertion (2) est fausse. 


Si f n’est pas injective, soient x € Kerf, p une forme 
linéaire non nulle F — R, et g l’application linéaire 
F — E, y> ẹ(y)z. Alors, fo go f = 0, de sorte que 
V; + {0}. 

Si f n’est pas surjective, soient x € F \ Imf, G un 
supplémentaire de Rx dans F contenant Imf, y un 
élément non nul de E, et g l’application linéaire F — E, 
définie par g(ħz+p2) = Xy (avec 2€ G). Alors, 
fogof=0. 

Sif:R?—R, (zy) > z, et si g : R — R?, x (0;r), alors 
fo gof—0, ce qui montre V,# {0}. Cela contredit 
l’assertion (5). 


= Réponse correcte 
Oo Réponse fausse 


1 


70 


Résultats du QCM n°6 


1 


(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


() 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


0m0ġ0 E 


OROOD 


Matrices 
(Questions p. 38) 


Quand on décrit une matrice sous la forme (a; )i<icn, 
1<jew le premier indice, i, désigne les numéros de lignes, 
tandis que le second désigne ceux des colonnes. Ainsi, 
nest le nombre de lignes, tandis que p est le nombre de 
colonnes de la matrice. Ici, on a donc affaire à une 
matrice à 3 lignes et 2 colonnes. Le premier coefficient, 
en haut à gauche, a; ;, est à l'intersection de la première 
ligne et de la première colonne ; pour trouver sa valeur, 
on remplace à par 1, et j par 1; il vaut donc 


(-1)! x1 +1 = 0. Au-dessous de ce coefficient, à 
l'intersection de la deuxième ligne et de la première 


colonne, on trouve à, = (-1) x1 +2 = 3. etc. La 


bonne réponse est la première. 


Dans lusine W, la dépense mensuelle en ressource R est 
donnée par 1 x 20 +2 x 20 +3 x 10, où l’on reconnaît 
le coefficient (1;1) de la matrice CF. Le coût annuel est 
bien sûr 12 fois plus élevé, et le résultat se lit sur les 
coefficients de la matrice 12CF. Les puissances de 
matrices interviennent dès qu’on a affaire à un processus 
itératif, où l’on passe d’une étape à la suivante en 
utilisant toujours la même règle. Les dépenses d’un 
mois s’ajoutent simplement à celles des mois précédents. 
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Une matrice carrée est une matrice ayant le même 
nombre de lignes et de colonnes. La matrice inverse 
d’une matrice carrée À d'ordre n est, si elle existe, la 
matrice B telle que AB = BA = Id,, où Id, est la 
matrice identité d’ordre n, définie par 
Id, = (aÿicienicjen avec ay = lsi i = j, aj = Osi i # j. 
La matrice identité d’ordre n correspond à l'application 
identité, qui va forcément d’un espace dans lui-même. 
Elle est donc obligatoirement carrée. La transposée de 
l’opposée d’une matrice est égale à l’opposée de la 
transposée de cette matrice. La définition (4) est donc 
redondante, et l’on peut la simplifier : une matrice est 
dite antisymétrique si elle est égale à la transposée de 
son opposée. De même pour la définition (5). La 
transposée de la conjuguée d’une matrice est égale à la 
conjuguée de la transposée de cette matrice. On peut 
donc également formuler ainsi la définition (5) : Une 
matrice à coefficients dans C est dite hermitienne si elle 
est égale à la conjuguée de sa matrice transposée. 


Les matrices de permutation sont forcément des 
matrices carrées : si l’on fait la somme des termes sur 
chaque ligne et sur chaque colonne, on trouve toujours 
1. Par suite, si l’on additionne tous les coefficients de la 
matrice, on va trouver le nombre de lignes si l’on fait 
l'addition selon les lignes, et on va trouver le nombre de 
colonnes si l’on fait l’addition selon les colonnes. 
Comme ces deux nombres doivent être égaux, la matrice 
est une matrice carrée. Cela étant, si l’on prend une 
base, l’application linéaire associée à une matrice de 
permutation est une application linéaire qui permute 
entre eux les vecteurs de la base. C’est donc une 
bijection, c’est-à-dire un isomorphisme qui permute les 
vecteurs de l’espace vectoriel ; mais une matrice 
associée à une application linéaire qui permute les 
vecteurs de l’espace vectoriel n’est en général pas une 
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matrice de permutation ; c’est simplement une matrice 
d’isomorphisme. Enfin, soit (&;)i<ij<n une matrice de 
permutation, (B;)i<ij<n Sa transposée, et (Ņ;)isijcn Sa 
matrice inverse. Si ay = 1, ona agp = 0 si k # j, et 
Qay =Osiq +i; en outre, si l'on interprète la matrice 
dans une base (e,, …, e,), le vecteur ej a pour image le 
vecteur e; (on lit l’image du vecteur e; dans la colonne 
jde la matrice). Par l’application inverse, le vecteur e; 
a pour image le vecteur e, et l’on a donc 7; = 1, 
x = 0 si k#j, et la ième colonne de la matrice 
(Viicijen est égale à la ième ligne de la matrice 
. , FA 
(aiicijen ; C’est sa transposée. 


Pour que l’on puisse faire le produit ou la somme par 
blocs de deux matrices décomposées en blocs, il faut (et 
il suffit) que les matrices et les blocs aient des tailles 
compatibles. Essayez donc de faire le produit 


(au) (az @3) k 4 he] 
a a22 a x | (b21 b22) (b23 
a31} (83,2 03,3 (bz bz 2) (bs 3) 
Les opérations de transposition se font bien par blocs, 
mais pas le passage à l’inverse, sauf dans le cas d’une 


décomposition en blocs carrés diagonaux : si À est une 
matrice  décomposée en blocs sous la forme 





A 0 
A = | x i | , où A, et À, sont des matrices carrées, 
4 


A est inversible si et seulement si À, et À, le sont, et 
AP 0 

alors AS . La décomposition de 
0 À; 


l’assertion (4) est notoirement fausse : les matrices M 


Réponse correcte 


Réponse fausse 


(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


OCUDRDD 


ORCCUE 


Matrices 173 


À; À 
A; À, 


est diagonale si et seulement si À. et À, sont diagonales, 
et si À, = À, = 0. 





& L poprés re at même pes tipis Ffin, À -| 


La matrice M est une matrice de permutation. Si 
(e;e;ez) est une base de R°, la matrice M est associée à 
l’application f qui permute les termes de cette base selon 
le cycle d'ordre 3, e, > e — & — e. Comme 1992 est 


100 
divisible par 3, M”? est la matrice identité, | 0 1 0 
00 1 


Puisque C est une famille de trois éléments dans un 
espace de dimension 3, pour montrer que c’est une base, 
il suffit de vérifier que cette famille est libre. Or la 
matrice de ces trois vecteurs dans la base B s'écrit 


1 0 0 
-2 1 O0!. C’est une matrice triangulaire inférieure 
1 -1 1 
dont les termes diagonaux sont tous non nuls. C’est 
donc une matrice inversible, et C'est une base. 


Dans la définition de u, P est la variable. La matrice de 
u ne saurait donc dépendre de P. On a en fait 


1 0 0 

1 

0 1 = 
Mu) = 21. 
o 0 À 

2 
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Les matrices de passage sont une source fréquente 
d’erreurs, en raison d’une confusion entre la matrice de 
passage de la première base à la seconde, et la matrice 
de passage de la seconde base à la première. Pour écrire 
la matrice de passage de la base B à la base C, on écrit 
les vecteurs de C dans la base B. Dans notre exemple, 


1 0 0 100 
cela donne Q =|-2 1 0|. La matrice |2 1 0 
1 -1 1 1 1 1 


de l’assertion (3) n’est autre que Q'1, c’est-à-dire la 
matrice de passage de C à B. Pour finir de clarifier 
cette question des changements de base, rappelons les 
deux formules à connaître : 


— Si u est un endomorphisme dont les matrices dans 
les bases B et C sont respectivement M(u) et Molu), 
ces deux matrices sont reliées par la formule 
Mdu) = Q! Mglu) Q. 

— Si vest un vecteur de matrice Xp dans la base B, et 
Xç dans la base C, ces deux matrices sont reliées par 
la formule X= Q Xc (en cas de doute, le "truc 
mnémotechnique", c’est de vérifier avec les vecteurs de 


1 
la base C': le premier vecteur de C's’écrit |0| dans la 


0 
base C, et en effectuant le produit par Q, on va obtenir 
la première colonne de Q, c’est-à-dire la matrice de ce 
vecteur dans la base B. 


En combinant les deux formules précédentes, on peut 
par exemple calculer la matrice Mg u) de u lorsque 
l’espace de départ est muni de la base B, et l’espace 
d’arrivée de la base C ; on a Mg Au) = Mdu) Q*. 
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Le théorème de König fournit une réponse affirmative au 
problème, grâce au théorème de l’assertion (2). En effet, 
soit M la matrice dont le coefficient (iJ) vaut 1 si le 
garçon i et la fille ïj ont été présentés, 0 sinon. La 
décomposition donnée par le théorème fournit les 
couples, grâce à la matrice P} : le garçon i va danser 
avec la fille j telle que le coefficient (if) de P} vaille 1. 
Cela étant, la démonstration de l’assertion (2) se fait par 
récurrence sur k, et le passage de k à k — 1 se fait grâce 
à l’assertion (4) qui se démontre par récurrence sur n. 


Revenons quand même sur les trois autres assertions : 
les affirmations (1) et (3) sont fantaisistes, et 
l'affirmation (5) est un lemme utilisé pour démontrer un 
théorème sur les matrices formées de 0 et de 1, mais qui 
n’a rien à voir avec le théorème de Kônig. 


A est l’ensemble des matrices de M,(R,) ayant sur 
chaque ligne, et sur chaque colonne, exactement un 
terme non nul. Les matrices de permutation 
appartienent donc à À, qui est non vide, mais À inclut 
d’autres matrices. Il est clair que À n’est pas un espace 
vectoriel, car la matrice nulle n’est pas inversible. En 
outre, À est bien stable par produit. 


e Montrons la caractérisation énoncée ci-dessus. 

— Si À = (a;) est une matrice de M,{(R,) ayant sur 
chaque ligne, et chaque colonne, exactement un terme 
non nul, soit B = (b;) la matrice définie par bi = 0 si 
a; = 0, et b;; = 1/a;; si a; #0. Alors, B = A™. 

— Réciproquement, soient À = (ay) et B = (b;) deux 
éléments de A tels que AB = (c;) = Id,. Il est clair 
que À et B ont au moins un terme non nul sur chaque 
ligne et sur chaque colonne. Sinon, elles ne seraient pas 
inversibles. Supposons, par l'absurde, que À ait deux 
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termes non nuls sur une ligne, a; > 0 et aj > 0, r # s. 
Alors, si j # 1, 


n 
Cj = 5 ax Dhj 
k=1 
= +, bri ++ ai baj +. 
Ainsi, by = by — 0 si à +j, et B n’est pas inversible, 
d’où la contradiction. De même, si À a deux termes 
non nuls dans une colonne. 


Pour l’assertion (1), en soustrayant la quatrième ligne 
de la cinquième, la troisième de la quatrième, etc., on 
aboutit à une matrice dont deux lignes sont identiques. 
La méthode du pivot va donc conduire à une matrice 
dont une ligne est nulle, et la matrice de départ n’est 


pas inversible. 


Soit À est une matrice carrée d'ordre n telle qu’il existe 
une matrice carrée d'ordre n, B, telle que AB = Id, 
Considérons les endomorphismes f et g de R” associés 
respectivement à À et B, lorsqu'on munit R” de sa base 
canonique. La relation fg = Id, montre que f est 
surjective. S'agissant d’un endomorphisme, c’est un 
isomorphisme (donc une bijection), et A est inversible, 
ce qui établit l’assertion (2). 

L’assertion (3) est due à Hadamard. Si A n'était pas 
inversible, il existerait (æ;)i<;<, tel que 


n 


Vi, Ÿ ajz; = 0. Soit alors k l'indice tel que |z; soit 


j=l 
maximal. On aurait ap =- ay, et puisque 
jek Tk 
T. 
Ž| <1, |a <Y | al , d’où la contradiction. 
Tk jtk 
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Appliquons la méthode de Gauss aux colonnes de la 
matrice de l’assertion (4). Si b} = bọ, les deux premières 
colonnes sont égales, et la matrice n’est pas inversible. 
Sinon, on a successivement 


a-b, a-b, a-b, a-b, 
a-b; a-b, a-b; a-b, 
az-b; a-b, az-b; a-b, 
a,-b, a-b, a-b a-b, 
GO + C-C 
b,-b, a-b, a-b; a-b, 
b,-b, a-b, a-b, ab, 
bb, az-b, a-b; a-b, 
bb, a-b, a-b; a-b, 








b. b. 
C, =C, + Ci, C3 =C; + LOA 
b,-b; b,-b; 


bb, a) a ab, 

bb a, a, a-b, 

b-b; az az az-b4 

b,-b, a, a, a,-b, 
La dernière matrice a deux colonnes identiques ; elle 
n'est pas inversible, et celle de l’assertion (4) non plus. 


Dans la matrice de l’assertion (5), il n’y a que deux 
colonnes indépendantes. En appliquant la méthode de 
Gauss sur les colonnes, on voit en effet que l’on peut 
écrire la somme de deux vecteurs colonnes consécutifs en 
fonction des deux vecteurs colonnes précédents. 


1 
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Réduction des endomorphismes 
(Questions p. 51) 


P, est le noyau de l’application linéaire T” — Id, où T 
est l'opérateur de translation, (u,) > (u,,1). C'est donc 
un espace vectoriel. De même pour F, Comme 
F; C (F3 N F3), la somme F,+ F; n'est pas directe. 
Cela montre l’assertion (3). Pour contredire l’assertion 
(2), on peut utiliser les espaces P, Comme la 
restriction d’une fonction à N est une suite, si l’on avait 
F, + F}, = Fẹ, on aurait aussi P, + P} = Ps ; or comme 
P, est de dimension n, cette dernière relation est 
impossible. Les suites (F,) et (P,) ne sont bien sûr pas 
croissantes, mais comme la somme de deux suites 
(fonctions) de périodes respectives m et n est de période 


mn, U P, et U F, sont des espaces vectoriels. 
neN neN" 


La trace de fog- gof vaut 0, tandis que celle de Id 
vaut dim(E). L'égalité fog- gof= Idzx est donc 
impossible. 


L’assertion (2) est fausse, comme on peut le constater en 
prenant f= g, où f est une application nilpotente 
d’index 2. 


Si f = 0, alors g = 0. Supposons donc f + 0. Soit x € E 
tel que f(x) + 0, et soit a € K tel que g(x) = af(x). Soit 
y E E. Si f(y) = 0, alors g(x) = af(x). Si f(y) # 0, soit 
b € K tel que g(y) = b g(y). Pour tout d € K, il existe 
c € K tel que 

g(dz—y) = c f(dxz-y) = cd f(x) - c f(y) 
g(dz) — g(y) = ad f(x) — b f(y). 
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Ainsi, (c-a)d f(x) = (c —b) f(y). 

Si f(x) et f(y) sont linéairement indépendants, alors 
a = c = b. Si f(x) et f(y) sont liés, f(y) = d f(x), et là 
encore, a = b. Finalement, g = af. 


L'exemple de l’application Id; montre que les assertions 
(4) et (5) sont fausses. 


ol 


) , alors 


UV = est une matrice de rang 1. Son 


alo 
ti 
olo als 


Li 

b 

noyau est donc de dimension 2, ce qui signifie que 0 est 
valeur propre double de UV. Pour la troisième valeur 
propre, un vecteur engendrant limage de UV est 


ala 


forcément vecteur propre. Par exemple, En 


ala alo =| 


calculant limage de ce vecteur par UV, on trouve la 
troisième valeur propre, à savoir 3. 


La matrice VU se réduit à (3) (c’est une matrice 1 x 1). 
Trivialement, son unique valeur propre est 3. 


Comme UV, la matrice V V est une matrice produit 
d’une matrice colonne par une matrice ligne. Elle est de 


Réponse correcte 
Réponse fausse 


180 


O 


() 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


CRE 


Résultats du QCM n°7 


rang 1. On en déduit que 0 est valeur propre double, et 
que le vecteur colonne +V, qui engendre l’image de tV V 
est vecteur propre de +V V. Pour déterminer la valeur 
propre correspondante, il suffit de calculer l’image de ce 
vecteur propre, à savoir 

(CV VEV = EV(VIV) = (VV) tV (car V'Vest un réel). 
La valeur propre cherchée est donc V{V. On obtient 


2 
c 


v'v-{: 1 
a b 


| 


Comme UV) UV = ('V'U) UV = ŻV('U U) V, et que 
tU Use réduit à une matrice 1 x 1, c’est-à-dire à un réel, 


olr olr l= 

u" 

SRE 

Sl 
+ 

wl- 
+ 

Yl 

Lu 


à savoir (a? +b? +62) , on a UV) UV = (UUV V), 
de sorte que les valeurs propres de (UV) UV se 
déduisent de celle de ‘VV en les multipliant par 
(a? +b2+ 2). Aussi les valeurs propres de (UV) UV 


sont-elles 0, 0 et wrol +1 +5) . 
e P e 


Un simple calcul donne 


0 a œ 


0 aa 2 a a 
1 1 1 
= 0 al - 0 a = 2 a 
M =|a a = | a 
Llollllo 1 12 
2 a a a &æ a 
= M+21d, 
De même, 
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ef): 
f;) 


= N+21d, 


Les deux relations M? = M +21d, et M=N +21d, 


expriment que les puissances successives de M et de N 
s'expriment comme fonctions respectives de M et de Id; 
d’une part, de N et de Id, d’autre part. Par exemple, 


M = MxM = Mx(M + 21d;) 

M +2M = M +21d, +2M 

3M +21d, 

La relation étant identique pour M et pour N, si 
M, = a,M + bld}, alors N,=a,N+b,ld. Voici 
deux méthodes pour calculer M. 


1t 


e Première méthode: la relation M? = N +2Id, 


s'écrit aussi (N -2Id,)(N + Id,) = 0 , ce qui montre que 
—1 et 2 sont valeurs propres de N. Etant de taille 2 et 
ayant deux valeurs propres distinctes, AN est 
diagonalisable. On peut donc calculer facilement N”. 


e Deuxième méthode : On part encore de la relation 
(N-2Id)(N + Id) =0. La division euclidienne du 


polynôme X” par (x - 2)(x + 1) s'écrit 


X” = (X -2)(x +1) QX) +X +8, 
Du fait de la relation précédente, si l’on remplace X par 
N dans cette expression, il restera seulement 

N,=a,N+8,1d, 

qui est la relation cherchée, avec a, = ap et b, = Bp 
Pour effectuer la division euclidienne, on remplace 
successivement X par -1 et par 2 dans l'égalité, ce qui 
conduit à 
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(-1)” E p +Bp 
2 = 20,48, 
puis à 
o = ab" -(1)] 
£ 1j; n n] 
Ba = H +201) 
On en déduit 


M" = zp -(-1)”]M + se +2(-1)"] Id, 


et N” 


1 Nn _{_1\n +1 N + 1 \n 
2r- D'IN + ab +2 he, 


A noter que la recherche d’une relation de récurrence 
entre les a, et les b, ne fournit pas une troisième 
méthode : la relation de récurrence s'écrit en effet 


=atb, 

= 2a, 

En termes de matrices, c’est justement la relation de 
récurrence de la matrice N. 


Désignons respectivement par e, et €, le nombre 
d’habitants de la ville considérée ayant un emploi à la 
date n, et le nombre de ceux qui , à cette date, 
cherchent un emploi. Les deux règles d'évolution se 
traduisent par les équations suivantes : 


nn = 09e, + 0,6 c, 
Cru = 0,1 en +0,4c, 
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e 
En termes de matrices, si l’on pose X, -| 1 , et 
Crn 


0,9 0,6 , | 4: 

= , ces deux équations s’écrivent 
0,1 0,4 

Xanı = AX,. On peut donc déduire facilement la 


situation à la date n de celle à l'instant 0, par la formule 


X, = A" X,. Le vecteur X est donné par les 
7.000 
conditions initiales : X) = i = . Pour calculer 4”, 


on peut chercher les valeurs propres de A. Les valeurs 
propres sont 3/10 et 1, et des vecteurs propres associés 


sI 


1 


6 
et e). En posant 





sont respectivement | 


-1 6 . 4 1ļ-1 6 g 
P = T , on obtient P? =- , d’où 


71 1 





PE È + (0,3) 6 os 
7 |1 -(0,3)” 1 +6x(0,3)" 


1 1 
Le nombre des chômeurs tend donc aussi vers une 


limite, 
6 6 |17.000 
7 (1 1) (3.000 


__10.000 | 6 


7 1 


8571 
~ (1429 


6 6 
Lorsque n tend vers oo, A” tend vers A” = : | | ; 
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On remarquera que la limite est colinéaire au vecteur 
propre associé à la valeur propre 1. C’est tout à fait 
général : la matrice À est une matrice de Markov 
régulière, c’est-à-dire une matrice à coefficients positifs, 
tels que la somme des termes sur chaque colonne vaille 
1, et que les termes d’une puissance de la matrice soient 
strictement positifs. Pour une telle matrice, 1 est 
toujours valeur propre, et les suites de la forme 
(A” Xo)nen convergent vers un vecteur dépendant de Xo, 
mais colinéaire au vecteur propre associé à la valeur 
propre 1 (on parle de propriété ergodique). 


Comme ZX, et A” ont des coefficients strictement 
positifs, il est impossible que des X,aient des coefficients 
nuls, ou strictement négatifs. 
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Les assertions (1) et (2) sont de simples vérifications. 
Elles permettent d'établir les relations proposées en (3) 
et en (5). En effet, grâce à (1) et à (2), on peut écrire 
(4 @ Blue 1) = (Au) 8 (Bo) 
= \u® pv 
= ul(us a) 
et 
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C(u® v) = (A@ Id, + Id,® B)(u® v) 


A@ Id,)(u@ v) + (Idn 8 B) (u8 v) 


( 
( 
(Au) @ (14, v) + (1d,u)@ (Bo) 
(xu)® v + ug (po) 


Alus v) + plug v) 


= (à +u)(u8 o) 


Ces deux formules montrent que le produit et la somme 
de deux nombres algébriques sont aussi des nombres 
algébriques. Rappelons qu’un nombre est dit algébrique 
s’il existe un polynôme à coefficients entiers dont ce 
nombre est une racine. Cela équivaut à dire que ce 
nombre est valeur propre d’une matrice carrée à 
coefficients entiers : si a est racine de 


P(x) = + 0,121 +. + O, 


il est valeur propre de la matrice 


0 1 0 
0 0 
0 0 0 + 1 


“do -0a -03 | -an 


Une matrice carrée M d'ordre n est diagonalisable si 
et seulement s’il existe une matrice inversible P telle que 
PMP soit une matrice diagonale. Un 
endomorphisme est dit diagonalisable s’il existe une 
base dans laquelle la matrice de f est diagonalisable. 
Dans ce cas, la matrice de f est diagonalisable quelle que 
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soit la base considérée. Cela étant, identifions pour 
simplifier l’espace à R”, fixons une base, et considérons 
une matrice M, et f, l’endomorphisme associé de R”. Les 
assertions suivantes sont équivalentes : 


e fest diagonalisable. 
e M est diagonalisable. 


e Il existe une base de R” formée de vecteurs propres de 
Í. 


e R” est somme directe des sous-espaces propres de f. 
e La somme des dimension des sous-espaces propres de 
f est égale à n. 


En outre, si M admet n valeurs propres distinctes, la 
dernière condition est vérifiée, et alors M est 
diagonalisable. 


1234 
La matrice |0 1 2 3| n’est pas une matrice carrée. 


1000 

C’est une matrice à 3 lignes et 4 colonnes, qui représente 
donc une application d’un espace de dimension 4 vers un 
espace de dimension 3. Elle ne peut représenter une 
application d’un espace dans lui-même. Une matrice est 
dite diagonalisable s’il existe une base de l’espace dans 
laquelle l'application linéaire est représentée par une 
matrice qui est diagonale. Il faut, pour que ceci ait un 
sens, que l’espace de départ soit égal à l’espace d’arrivée, 
et que l’on prenne la même base sur l’espace considéré 
à la fois comme espace de départ, et comme espace 
d'arrivée. 
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0 


1 
La matrice | ï n’a pas de valeur propre sur R. 
Elle ne saurait donc pas être diagonalisable (c’est une 
matrice de rotation, d’angle i ; aucun vecteur du 


plan ne garde la même direction quand on lui applique 


la matrice). 
0001 
>. [0010 | 
La matrice a ses coefficients non nuls 
0 100 
1000 


placés sur une diagonale, mais pas sur la bonne 
diagonale, pour que l’on puisse dire directement qu’elle 
est diagonalisable (d’ailleurs, l'exemple précédent 
montre que le raisonnement serait faux). La matrice 
étant simple, il est plus rapide d'interpréter l’application 
linéaire associée. C’est une matrice de permutation, 
a ee, ee. Dans le plan (e;e), on 
reconnaît une matrice de symétrie, par rapport à 
€ + e„ dans la direction de e- e, Les valeurs 
propres sont donc -l et 1, et les vecteurs propres 
associés sont e — e, et e, + e, De même dans le plan 
(e363). Ainsi, on a quatre vecteurs propres 
indépendants pour une matrice de taille 4 ; cette matrice 
est diagonalisable. 


a a a 

La matrice b b b est de rang 1. Son 
l-a-b 1-a-b 1-a-b 

noyau est donc de dimension 2, ce qui fait un sous- 


espace propre de dimension 2 pour la valeur propre 0. 
Ce sous-espace est engendré par e,-e; et e&— e, Le 
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dernier vecteur propre est forcément dans l’image ; aussi 
ae + be + (1-a-b)e, est-il vecteur propre pour la 
valeur propre 1. En fin de compte, on a trouvé trois 


vecteurs propres indépendants ; la matrice est 
diagonalisable. 
1 23 4 
: 0123 . ; 
La matrice est triangulaire. Ses valeurs 
0012 
0001 


propres sont sur la diagonale, et il n’y a que des 1. Si 
cette matrice était diagonalisable, la matrice obtenue 
serait l'identité Comme l'application identique a la 
même matrice dans toutes les bases, si la matrice 


1234 
0123 
0012 


0001 


l'identité. Ce n’est pas le cas, et elle n’est pas 
diagonalisable. 


était diagonalisable, elle serait égale à 


Si l’on désigne par {, le nombre de lapins l’année n, et 
par f, le nombre de fouines l’année n, les hypothèses se 
traduisent par le système linéaire 


l A, - 2f, 


n+l n 


Ja z lb Ín 
qui s'écrit, en termes de matrices, 


Be 


soit 
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a) É -2 | po 
K a) uo 
n 
Il s’agit donc de calculer È 2] . Pour cela, on 


4 - 


2 
diagonalise la matrice À = à | . La résolution du 





1 2 
système des valeurs propres montre que h et h 


sont vecteurs propres, pour les valeurs propres 2 et 3. 


1 2 
ssl pe D = 
1 1 


2 0 
0 3 





| = SAS, puis 


A” = (SDS-1)" = SD"S"1, et enfin 


hl A -80 a 

fa 90x3” -80 x2” 
Pour n grand, le terme dominant sera 180 x 3” pour les 
lapins, et 90x3” pour les fouines, de sorte 


qu’asymptotiquement, il y aura deux fois plus de lapins 
que de fouines. 


En remplaçant toutes les lettres d’un mot, disons x, par 
l-z, on voit que le nombre des mots se terminant par 
0 est égal au nombre de mots se terminant par 4. De 
même, le nombre de mots se terminant par 1 est égal au 
nombre de mots se terminant par 3. Ainsi trouve-t-on 
la première formule de récurrence : 


w, = 2a, +2b,+c,. 
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Si la dernière lettre d’un mot est un 0, l’avant dernière 
est forcément un 1 ; en outre, deux mots de n+1 lettres 
se terminant par un 0 diffèrent si et seulement s'ils 
diffèrent dans les n-1 premières. On a donc 


an = bn- De même, un mot de n+1 lettres se 


n+ 
termine par un 1 si et seulement si la n-ième lettre est 
0 ou un 2, et deux mots distincts de n lettres se 
terminant par un 0 ou un 2 donnent des mots de n+1 
lettres différents lorsqu'on les prolonge par un 1 en 
(n+1)-ième position. On en déduit la relation de 


récurrence b,,, = 4, +C,» De même, si la (n+1)-ième 
lettre d’un mot est un 2, l’avant dernière est un 1 ou un 


3, et deux mots de n lettres différents donnent, lorsqu’on 


les complète d’une lettre des mots encore différents. 
Ainsi, C, = 20, . 


N+ 


Partant des trois relations de récurrence 


n+l n 
basi an s Cn ; 
Cu = 2b, 


on montre la relation 
bns = bn-1 +2b,-1 z 3 bn-1 , 
qui, jointe aux conditions initiales b} = 1, b, = 2, donne 
bokal = 3%, bok i 2 x3k-1 . 
On en déduit w, : 
w, = 2a, +2b, +c, = 2b, +2b, +2b,1 
= 4b -1 +2b, 
soit 


Wna = 14x31, wp = 8x371. 
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Faute d'informations détaillées sur l’étude, on doit 
considérer que la population est formée par les étudiants 
interrogés. La variable observée ne peut prendre que 
deux valeurs, "favorable" ou "défavorable". C’est une 
variable qualitative nominale. 


Le premier diagramme est un histogramme simple, 
droit. Le second est renversé. Les histogrammes 
renversés sont utilisés en particulier pour représenter la 
pyramide des âges, l’un des côtés représentant alors les 
hommmes, l’autre les femmes. La figure (5) présente les 
données dans un diagramme à secteurs, circulaire. On 
notera que le secteur des 18 ans et plus, dont 
l'importance relative est faible est pratiquement 
invisible. 

Dans les figures (3) et (4), les données ont été 
renversées : 18 ans et plus correspond en fait à 12 ans 
et moins, 17 ans correspond à 13 ans etc. Dans la figure 
(3), les barres de l’histogramme ont été espacées, et on 
leur a donné un aspect tridimensionnel. 


e La classe modale d’un tableau est celle qui correspond 
à la fréquence maximale. Pour déterminer cette classe, 
il convient donc de corriger le tableau par la taille des 
classes : si une classe est d'amplitude n x a (a constante 
de normalisation, identique pour tout le tableau), la 
fréquence corrigée de la classe 2 est fi/n, où fi est 
l'effectif initial de la classe. La classe modale est cele 
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qui maximise fi/n. On effectue ce calcul simplement en 
complétant le tableau de la manière suivante : 


Taille des lycées en 1989-1990 


a 
o] 

y 
s 
g 


TA co 
82 |° 
Q 





On voit ainsi que la classe modale est [700;899]. 


e La classe médiane d’un tableau est celle qui contient 
la médiane ; la médiane d’un tableau est la valeur qui 
partage la série en deux sous-ensembles égaux. La 
détermination de la classe médiane se fait simplement à 
partir du tableau, en calculant les effectifs cumulés. Si 
x; est l'effectif de la classe i, l'effectif cumulé de la classe 


iet F,=Y zj. Dans le cas où les effectifs sont 
j<i 

exprimés en pourcentages, la classe médiane est la 

première qui vérifie fi > 50. 
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Taille des lycées en 1989- 


en 
[e] 
© 


n 


100 





13,7 


e Pour découper un intervalle en quatre parties, il ne 
faut pas 4 points, mais 3. Il ny a donc pas quatre 
quartiles, mais 3 (et de même, il y a 9 déciles, et 99 
centiles). Les quartiles sont en effet les valeurs qui 
découpent la population en quatre parties égales ; et les 
classes quartiles sont celles qui contiennent les quartiles. 
Cela étant, la détermination des quartiles se fait comme 
celle de la médiane, en considérant les effectifs cumulés. 
Lorsque les effectifs sont exprimés en pourcentages, les 
classes quartiles sont les premières dont les effectifs 
cumulés dépassent respectivement 25%, 50% et 75%. 
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Taille des collèges en 
1989-1990 


Effectif 
l’ensemble | cumulé 





Les trois classes quartiles sont donc [300;399], [500,599] 
et [600:699]. 


4. 
(1) = LL Age des étudiants en classes supérieures 
(2) O laast 1989-1990 
(3) m eo mode =” 
(1) m 
(5) m p 
1O 
‘20000 
23000 
20000 
18000 
10000 
‘8000 
š 1 15 16 17 1 1 2 z 2 23 
Jen 
L’histogramme (ici à barres séparées avec effet 
tridimensionnel) est correct. Comme les classes 
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correspondent exactement à une année, on lit 
directement le mode sur cet histogramme, en 
considérant la barre la plus haute. 


La médiane peut également se lire sur un histogramme, 
mais cette fois-ci sur histogramme des valeurs 
cumulées. 


Age des étudiants en classes supérieures des lycées 


1989-1990 





Pour calculer la moyenne, il faut effectuer plus de 
calculs. Si x, est l'effectif de la tranche d’âge i, la 
moyenne m est donnée par 


23 

> iz 
i=14 

23 

> T; 
i=14 
Après calculs, on obtient m = 19,7. 


m = 


e Les règles régissant les moyennes arithmétiques sont 
celles des barycentres. Si n= p, la moyenne 
arithmétique de la séquence concaténée 





T+y 


((z)i<icn s (u)isjcp) est effectivement égale à 5 
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Dans le cas général, la moyenne arithmétique de 
2 T+DY 
((z)i<i<n (Yi<jep) est donné par pes ; 


n 
e La relation > (z; -2) =0 est évidente : 


i= 


(x - x) = £ r|-nr 


n 
i=1 i=l 





u 
M 
8 

| 
z 
i 


=0 


e Pour tout entier p > 2, considérons la fonction R — R, 


n 
ar Y (x - a). C'est un polynôme de degré p, et 
i=l 
lorsque p est impair, son image est R tout entier. Dans 
ce cas, il n’existe donc pas de minimum. Cela montre 
que l’assertion (5) est fausse. En ce qui concerne la 
somme des carrés des écarts à la moyenne, en tant que 
somme de carrés, c’est une somme de réels positifs. Elle 
ne peut être nulle que si tous les nombres de la somme 
le sont. Ce n’est en général pas le cas, et l’assertion (3) 
est fausse. 


e Enfin, la fonction 


n n Nn 
aY (z;-af = na 4 al a+Y 
izi izi izi 


est un trinôme du second degré dont le coefficient du 
terme de second degré est positif. C’est donc une 
fonction convexe décroissante puis croissante, dont le 


M» 
À 


u 
LA 


minimum est atteint en x = Ż 
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Il est clair que la fonction f ne dépend pas de l’ordre des 
x; sur R. Quitte à changer les indices, on peut donc 
supposer qu'ils sont classés par ordre croissant. Cela 
étant, pour tout 1, 1 < i < n, et tout t E R, on a 


qz; -tsi tz; 


[iza] s t-x, si t>x, 


Par suite, si p est le nombre de x, inférieurs à t, on a 


Pp n 
WO = LD (t-a) + E (x -0 
ni i=p+1 

n p 
= 1 (2p -n)t + L Ti + Ti 
n i=p+1 i=1 


La fonction f est continue et affine par morceaux. La 
pente des morceaux étant croissante, f est une fonction 
convexe ; comme en outre, f admet comme limite - en 
—00 et +00 en +00, elle admet un minimum sur R. Affine 
par morceaux, et continue, f est dérivable à gauche et à 
droite en tout point. En un minimum, la dérivée à 
gauche est négative, et la dérivée à droite est positive 
(Attention : si l’on ne précise pas, négatif signifie 
inférieur ou égal à 0, et positif signifie supérieur ou égal 
à 0), et puisque la fonction est convexe, cette condition 
caractérise les minimums. Ces points sont donc les réels 
t tels que le nombre de z; inférieurs à t soit égal au 
nombre de ceux supérieurs à t. Deux cas se présentent 
donc : 


— ou bien nest pair, n = 2k, et l’ensemble des 
minimums de f est l'intervalle [x,;x,,1] des 
médianes de la séquence, 

— ou bien n est impair, n = 2k+1, et alors 
l’ensemble des minimums de f est réduit à 
{t11}, l'unique médiane de la séquence. 
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Bref, dans tous les cas, ce sont les médianes de la 
séquence qui minimisent la fonction d’écart absolu. 


La moyenne n’a pas de propriété très remarquable vis à 
vis de la fonction d’écart absolue. En revanche, la 
moyenne annule la fonction d’écart algébrique, définie 


par ft) = IE (x-4). 


n 

i=1 

La fonction d’écart quadratique de la séquence (z)1<i<m 
1 n 

définie par ft) = -$ (t-z, est un trinome du 
n i=l 


second degré. On peut en effet écrire 


K) =F (t-a) 


i=l 
= i5 (e -2r,t +2) 


n 
-271 À 
N i=1 


Le coefficient de # étant positif, ce trinome a un unique 


minimum, à savoir y. Il ne saurait être constant sur 
aucun intervalle non réduit à un point. Si n > 1, et si 
les x; ne sont pas tous égaux, f(t) est une somme de 
termes positifs non tous nuls ; une telle somme ne peut 


s’annuler. On peut aussi le vérifier en calculant f(x) ; 


La médiane n’a pas de propriété très remarquable vis à 
vis de la fonction d’écart quadratique. 
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Le tableau propose les données de l’échantillon sous 
forme non groupée. 

La distribution marginale de X n’est pas lénumération 
des valeurs prises par cette variable ; c’est la 
correspondance entre les valeurs prises, et le nombre de 
fois où ces valeurs ont été prises. On exprime cette 
distribution dans un tableau de deux lignes où la 
première donne les valeurs prises par X, ordonnées par 
ordre croissant, et où la deuxième ligne donne, pour 
chaque valeur prise par X, le nombre de fois où cette 
valeur a été prise (ici, en raison de la longueur de la 
ligne, les deux lignes ont été découpées : la ligne 3 est la 
suite de la ligne 1, tandis que la ligne 4 fait suite à la 


ligne 2). 
HOOO 
ECEE 
ER ESS AEU Re 




















En appliquant les formules de l’encadré de la page 209, 
on voit que les moyennes de X et de Y valent 
respectivement 243,466 et 122,866, que les variances de 
X et de Y valent respectivement 4695,182 et 567,9822, 
que leur covariance vaut 1460,996, et que leur coefficient 
de corrélation vaut 0,8946. Ainsi, le coefficiant de 
corrélation de X et de Y est bien celui qui est proposé 
dans l’assertion (3), tandis que les équations des droites 
de régression ont été inversées : Une approximation 
numérique d’une équation de la droite de régression de 
Y en X est 
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y - 122,866 = Herr] x(x - 243,466) , 
4695,182 


tandis qu’une approximation numérique d’une équation 
de la droite de régression de X en Y est 


1460,996 
567,982 
Voici un graphique regroupant ces deux droites, et le 
nuage de points 


T - 243,466 -{ ) <(v -122,866 





Un ajustement linéaire d’une fonction revient à 
approcher son graphe par une droite. 


Pour un ajustement logarithmique, on approche son 
graphe par celui d’une fonction logarithmique, donc 
d’une fonction concave, à croissance lente (cas d’une 
fonction croissante). Approcher f par une fonction de la 
forme x a ln(z) + b revient à approcher le graphe de 
f par une droite, dans une échelle semi-logarithmique, 
logarithmique en x et arithmétique en y. 
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Pour un ajustement exponentiel, on approche le graphe 
de f par celui d’une fonction exponentielle, donc d’une 
fonction convexe, à croissance très rapide (cas d’une 
fonction croissante ; pour les fonctions décroissantes, la 
décroissance est très rapide). Approcher f par une 
fonction de la forme x b a” revient à approcher le 
graphe de f par une droite, dans une échelle semi- 
logarithmique, logarithmique en y et arithmétique en x. 


Pour un ajustement en puissance, on approche le graphe 
de f par celui d’une fonction puissance, donc d’une 
fonction convexe, à croissance assez rapide (cas d’une 
fonction croissante ; pour les fonctions décroissantes, la 
décroissance est assez rapide). Si g(x) = a x”, on a 
In(g(x)) = n ln(x) + Ina. Aussi approcher f par une 
fonction de la forme x a 2” revient-il à approcher le 
graphe de f par une droite, dans une échelle 
logarithmique. 


Dans l'exemple des ventes de cartes à puce, on 
détermine quel type d’approximation de fest légitime en 
traçant les quatre graphes de f, dans les différents types 
d’échelles. Voici ce que l’on obtient : 


Ventes de cartes à puces 
Données trimestrielles 


Cats vds (a mio) 


60000 
80000 
40000 
30000 
20000 
10000 

o 
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Ventes de cartes à puces 
Données trimestrielles 




















o.6 1 ss 2 2.5 
La comparaison des quatre graphes montre que 
lapproximation la plus raisonnable est exponentielle. 
Pour la calculer, on évalue l'approximation par la 
méthode des moindres carrés de Inf. En effet, légalité 
f(z) = b a” se traduit par 

ln(f(x)) & z ln(a) + lnb. 
Numériquement, onobtientIn(f{x)) ~ 0,6891x + 3,9652, 
puis f(x) ~ (52,735)(1,992)°. 
Voici un graphe permettant de comparer les différents 
ajustements de la courbe f que l’on peut ainsi définir. 
Comme on le voit, le meilleur est bien l’ajustement 
exponentiel. 
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Ventes de cartes à puces 
Donmées trimestrielles 


100000 
10000 
1000 
100 


Ventes de cartes à puces 


Données trimestrielles 





206 Résultats du QCM n°8 





Statistiques descriptives 207 


10. 
(1) O Pour tracer la courbe de Gini de cette distribution, il est 
(2) E pratique de faire un tableau : 
(3) O 
à) D Centre | Nombre 


de d'actifs, 
(5) 0 an 


pae e TT TT 
asso fee fios fous [oszi fosoa 
(ss fe fee foore e 





La courbe de Gini est la ligne polygonale passant par les 
points (pq). C'est le graphe d’une fonction convexe, 
croissante de 0 à 1 sur l'intervalle [0;1] ; ce graphe est en 
outre situé au-dessous de la diagonale. Le voici : 






aia ra ao aa aa. 





PEE A T OR RE 










Monet 


ds 


el) 
el:2: 
tł ----7----- 
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Calculs de probabilités 





bi 


() 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


N 


(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


D = 


00wH E 


(Questions p. 73) 


Eh bien oui, il y a plusieurs réponses possibles ; deux 
raisons pour cela : 


— La question n’est pas assez précise pour que l’on 
puisse éliminer un choix, tant que l’on ne sait pas quel 
type de problème probabiliste on veut étudier sur le 
loto. 

— Même quand le problème probabiliste est bien posé, 
il n’y a pas unicité de l’espace probabilisable pouvant 
servir de modèle. 

Par exemple, si l’on ne considère qu’un tirage de 6 
nombres, le premier ensemble peut servir de modèle 
lorsqu'on le munit d’une loi uniforme. Le second peut 
aussi être utilisé, mais avec une loi différente, attribuant 
par exemple la probabilité nulle à des 6-uplets 
comportant deux composantes identiques. Si l’on 
considère la succession des tirages du loto, les choix (3) 
ou (5) peuvent être utilisés. Et si l’on considère le 
numéro complémentaire, un modèle fondé sur des 
parties à 7 éléments peut être utilisé. 


Rappelons la définition d’une tribu: Si Q est un 
ensemble, on appelle tribu de parties de toute 
famille T de parties de Q contenant Q, stable par 
passage au complémentaire, et par réunion dénombrable. 
Autrement dit, T est une tribu si et seulement si 


(i) eT. 
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(ii) Pour tout E € T, on a FE € T. 
(ii) Pour toute suite (E,),en d'éléments de T, on a 


U E, ET. 
neN 


En raison de la propriété (ii), on peut de manière 
équivalente remplacer les conditions (t) et (iit) par 


i) Øer. 


(iii) Pour toute suite (E,),en d'éléments de T, on a 
NEET. 
neN 


> Cela étant, EU T n’est pas une tribu de Q, car 
D eT. 


> En revanche, EN T est une tribu de parties de E. 
C’est la tribu induite sur E par T. Si E + Q, ce n’est 
pas une tribu de parties de Q, car O ¢ẹ¢ EN T. 


> T° = T, d’après la propriété (ii), et on a bien affaire 
à une tribu. 


> ØU (EU T) U (EU T) n’est pas une tribu de parties 
de Q, car ce n’est pas un ensemble stable par passage au 
complémentaire. A noter : la stabilité par passage au 
complémentaire est fonction de l’ensemble par rapport 
auquel on prend le complémentaire. Ici, il s’agit 
forcément de Q, car l’ensemble de parties considéré 
contient E et E°, donc aussi Q, s’il s’agit d’une tribu. 


> L'ensemble U des parties de Q qui sont vides, ou bien 
contiennent E ou E° n’est pas une tribu, car il n’est pas 
stable par passage au complémentaire. Si E U À est un 
élément de U, différent de Q et de E, alors (E U A)° =‘) À 
n'appartient pas à U. En effet, c’est une partie non vide 

de Q qui ne contient ni E ni E°. 
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(1) O Pour qu’une fonction P N — R définisse une loi de 
2) D probabilité sur N, il faut et il suffit qu’elle soit à valeurs 
(3) M dans [0;1], et que la série $` P(n) converge et soit de 
(4) E A 

(5) E somme égale à 1 (i.e. E P(n) =1). 





neN 
CO 
> La première série, D» , diverge, et P, n’est 
3 ninn 
pas une probabilité. 
> Lafonction x» SPE est une primitive sur [0;+00] de 
z 
la fonction x = a . Rappelons qu’on dit 


qu’une fonction F est une primitive de f sur un 
intervalle fermé [a;b] si F est continue sur [a;b], 
dérivable sur Ja;b[ et telle que pour tout x € ]a;bl, 
F(x) = f(x) ; la fonction f n’a donc pas besoin d’être 
définie en a ni en b. On a donc bien 


T 
2nr + — 


> > re de) 
i n 1)2r + = g 2 


n 


L P(n) 
neN 


n=1 


2 
LT" + COST 
- sing 
z 


=1 
(noter l'interprétation de l'intégrale comme fonction) 
mais cette fois-ci 


K 
P0) = f? [= =-=) - plc 
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ce qui montre que P, n’est pas à valeurs dans [0;1]. Ce 
n’est donc pas une probabilité. 


> P, est la probabilité binomiale négative de 
paramètres p et a. Pour tout entier n, le signe de 


(-a), est celui de (-1)”, de sorte que P;(n) est positif. 


On peut même réécrire P;(n) sous une autre forme : 
Pr) = f e)ra -p 
= Al -p) 
n 
Reste donc seulement à calculer la somme de la série 


$ P(n) . On remarque d’abord que 3 (-t)” est 
n 





neN 

le terme d’ordre n du développement de Taylor en 0 de 
7 1 . En transformant ce développement limité en 
1-1) 


série (i.e. en faisant tendre n vers oo), on trouve 


1 = fa 
- Co" 
er" X() 
En posant t = 1 — p, on obtient 


L- D (era 7 


puis $ P(n) =1. 
neN 





> Les probabilités P, et P; sont égales. Il s’agit de la 
probabilité hypergéométrique de paramètres N, m et n. 
L'égalité P, = P; est un simple calcul. Comme il est 
clair que l’on a P, > 0, il suffit de vérifier légalité 


N 
$ P,(k) = 1. On peut procéder directement en 
k=0 
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remarquant d’abord que (~) est le coefficient de z” 
n 


dans le développement de (1 + x)" par la formule du 
binôme. En utilisant légalité 

(+= (1 + 27 (1 + a)”, 
on trouve l'égalité 


2 (10-20 
ko (k)\ n-k n 
N 
qui est équivalente à Y° P,(k) =1. 
k=0 


Pour voir que P, est bien une probabilité, on peut en 
donner une interprétation : considérons une population 
de N objets parmi lesquels m sont de type I, et N-m de 
type II. Alors, P,(k) est la probabilité pour que, dans 
un tirage aléatoire de n de ces N objets, il y en ait k qui 
soient de type I. 


Il y a 5 événements F, …, Eş, et 5 nombres a, …, as. 
On pourrait penser que grâce à ces 5 nombres réels, on 
pourrait reconstituer les probabilités des E, et, plus 
généralement des 2° événements que l’on peut former à 
l’aide de ces événements élémentaires. Il n’en est rien, 
car les a; sont symétriques par rapport aux E, Il est 
donc impossible de discerner les E; entre eux ; les seuls 
événements dont on puisse espérer évaluer la probabilité 
sont des événements qui sont symétriques par rapport 
aux E; On peut par exemple calculer la probabilité 


5 
v: Doxal) =p 


mais pas P(E). 
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Cela étant, détaillons le calcul des probabilités des 
événements des différentes assertions, en utilisant la 
méthode des fonctions indicatrices. 

Notons fẹ 1 < k < 5 la fonction associée aux réels a, 
modulo les fonctions caractéristiques des ensembles 
intervenant dans la définition de ces réels : 


f{x) = x 

Ka) À, ne) ) 
Ces fonctions permettent de reformuler le problème. Si 
w € {, et si l’on note j le nombre d’ensembles E; 
auxquels w appartient, on a fw) = 0 si j< k, et 


fie) = fi) ij>k 


5 
e Exprimer U z] en fonction des a; revient à 
pef 


UE, 


i 


exprimer X/s comme combinaison linéaire des XE, : 
Ù | 

En effet, l’événement dont on cherche la probabilité peut 

s'exprimer de différentes manières : 


ba 


i=1 


P{uen :w€ au moins un des E,}) 


5 
wE: Y xp (w) >1 


i=l 
5 


C’est pourquoi, si Yi z) = L XXE, , on a également 
i i=1 
ésl 





5 5 
elù E;| = £ A; aj 
i1 i1 


On est ainsi ramené à un système linéaire que lon 
pourrait tenter de résoudre par la méthode du pivot : 
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1 0 0 0011 
2 1 0 0011 
3 3 1 0011 
4 6 4 1 011 
5 10 10 5 1|1 


Le système étant triangulaire, c’est inutile, et l’on trouve 
directement 


A =- =A = NX =Xx=Il 
e De même, pour calculer 


Ave: card{i: w€ E} -=2)) 


on résout le système linéaire 


1 0 O0 0010 
2 1 O0 0011 
3 3 1 0010 
4 6 4 1 0|0 
5 10 10 5 1/0 


ce qui conduit à 


A{vean: card{i:w€ E} -2})] = a ~ 3a; + 6a} - 10a; 


e Pour calculer 


A{ven: card{i:w € E;} -3)) ; 


on résout le système linéaire 
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1 0 0 0010 
2 1 0 0010 
3 3 1 0 0!|1 
4 6 4 1 010 
5 10 10 5 110 


ce qui conduit à 


fu EQ: cardfi: w€ E} =3)) = a; - 4a, + 10a; 
e On trouve de même 


Hfwen : cardfi : w € E} a) = a, -5a 
et bien sûr, 


A{uen : card{i:we E} -5)) = &%. 
> Ces formules s'étendent à plus de 5 ensembles. Si 
l’on a n événements F, Fz, …, Ep et si l’on désigne par 
P; l'ensemble des parties de {1, 2, …, n} ayant i 
éléments, par Xg la fonction caractéristique 
(indicatrice) de E, et par a; le réel défini par 

47 D ANE), 
JEP, \ieJ 

on peut exprimer en fonction des a; les probabilités 
d'événements symétriques par rapport aux E; : 


Ù z] -È (Da 


(C’est la formule de POINCARÉ) 


H{ven : card{i : w € E} ap = > of] ay 


k=j 


H{ven | cardfi:w € E} >5}] = > Ce ay 


k=j 
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(Formules de K. JORDAN) 


Les événements À et B sont indépendants si et 
seulement si P(A) P(B) = P(AN B). Ici, en notant p 


la probabilité pour qu’une pièce donne face, p = ; , on 
a : 
P(A) = (1- p)" + p” 
P(B) = n(1- p)p™ + p” 
P(AN B)= p” 
Soit, lorsque p = 


, 


P(A) = pi | 


P(B) = CEE 


wir 


P(ANB) = GI | 


et P(A) P(B) = ef) | 
Pour n = 3, on a 
P(ANB) = P(A) P(B) = | 


et pour n *# 3, 
P(ANB) + P(A) P(B). 

Cette indépendance, fonction de n, va à lencontre de 
l’idée intuitive d'indépendance selon laquelle deux 
événements À et B sont "indépendants s'ils ne sont pas 
reliés au niveau probabiliste". Ce paradoxe a été 
découvert en 1980 par Stenger, et étudié de manière plus 
générale par Gregorac et Meany en 1992. Ces derniers 
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ont montré que, pour tout entier n > 2, il existe une 
probabilité p € [0;1] telle que, si les pièces ont la 
probabilité p de donner face quand on les lance, alors les 
événements À et B sont indépendants. Si l’on fixe p et 
que le nombre de pièces varie, il y a au plus un cas 
d’indépendance. 


Commençons par établir un tableau des différents cas ; 
nous verrons ensuite une solution plus formelle. 


pet | B | c | 
E aE 
Choix 
T T 
ouverte 
TT TT 
1/18) 


Change GIGIG G|IGIG 
(P=perd 

G=gagne) 

Garde GIG G|G GJG 
(P=perd 

G=gagne) 





Sur ce tableau, on voit qu’en changeant de porte, la 
probabilité de gagner est de 2/3, tandis qu’elle n’est que 
de 1/3 si l’on garde la même porte. 


De manière plus formelle, notons d’abord que les trois 
portes sont équivalentes, de sorte qu’on peut se ramener 
au cas où l’on a choisi la porte À, et où la porte C a été 
ouverte par le présentateur. On suppose donc que le 
candidat a choisi la porte A. Soit V, événement la 
voiture se trouve derrière la porte i. Clairement, on 
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a l'égalité P(V,) = P(Vp) = P(V) = 3 . Soit Oc 


l'événement l’animateur ouvre la porte C. On a 
d’une part 


P(Oc) = P(Ocl Va) * (Va) + P(Ocl Va) x P(V3) 
+ P(Oc| Vo) *P(Vo) 


xl +1xL40x1 
3 3 3 


et d’autre part 


- AV) AOcl Va) 
nog A 


, 


et 


- P(Va) P(Ocl Va) 
P(V3l Oo) = = 


, 


d’où, en remplaçant, 





Es 

3 2 1 
V,| Oo = = À 
P(Vil o) 1 3? 

2 

et 

pa 
V| Od = — = =. 
FVal 0 = syer 

2 


Une faute fréquente sur cet exercice consiste à supposer 
que le présentateur choisit au hasard la porte qu'il 
ouvre ; c’est faux : il ouvre toujours une porte derrière 
laquelle ne se trouve pas la voiture. 
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a) o 
(2) O 
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Notons d’abord que la situation décrite en (4) est 
impossible : c’est le joueur qui n’est pas au service qui 
décide selon quelle règle sera gagné le jeu. Ce joueur a 
donc forcémernt perdu le dernier échange. En outre, il 
est clair que le futur du jeu ne dépend que de son état 
présent, et non de la façon dont a évolué le jeu pour 
aboutir à son état présent (on parle de propriété 
markovienne). 

Calculons d’abord la probabilité qu’a le serveur de 
gagner le point pour lequel il va servir. Il gagne ce 
point si la séquence des échanges est G, ou PGG, ou 
PGPGG, ou PGPGPGG etc., où G désigne un échange 
qu’il gagne, et P un échange qu’il perd. La probabilité 


3 
de la séquence G est a ; celle de PGG est 6) , celle 


E Réponse correcte 


o Réponse fausse 


220 


Résultats du QCM n°9 


5 
de PGPGG est 6) etc. finalement, la probabilité qu’a 
le joueur au service de gagner le point est 

DIE : ISG] si i g 
zo (2 2% (4 2 1 3 
4 
Ainsi, la probabilité qu’a le joueur qui n’est pas au 
service de gagner le point suivant est . C’est la 


probabilité qu’il a de gagner le jeu s’il choisit le jeu 
gagnant en 9 point. Que se passe-t-il s’il "set" ? Dans 
ce cas, l'arbre des possibilités est le suivant 


9-10 





Les scores indiqués donnent en premier le nombre de 
points du joueur qui fait le choix (celui qui n’est pas au 
service au début). S'il "set", la probabilité qu’il gagne 
le jeu est 


COREEA NASE BE 
3 3) B 3 3) B33) 27 
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Le joueur a donc toujours 
intérêt à choisir le jeu en 10 
points, c’est-à-dire à faire 
"set". 








L'indépendance des événements À, B et Č est une 
relation forte. Elle implique que A°, B°, C° sont 
indépendants, que ÀA°, B et C le sont également, etc. 
Par suite, on peut exprimer directement x, y et z en 
fonction de a, b et c. 


x= P(A N B°N C$) 
= (1-a)(1 - b)X(1 - c) 

y = P(ASU B°U C$ 
= P(A N BA Cÿ) 


= 1 - abc. 
z= P(CN A'N B$ 
= c(1 - a)(1 — b) 
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Partant de ces expressions, on peut éliminer 
partiellement a, b et c entre ces trois équations, pour 
exprimer ces nombres en fonctions de x, y et 2. 


La première équation fournit 


a — 
(1-b)(1-¢) 
ce qui conduit, en remplaçant dans l'expression de z, à 


j LEEDS 


E -c 
En inversant cette formule, on trouve l'expression de c : 


c= 
ttz 
En utilisant cette dernière expression dans la formule 


y = 1 — abc, on obtient 
b = 1Y - 1-y ,2+z 
ac a z 
c’est-à-dire l’assertion (5). 


A NOTER: On ne peut pas résoudre totalement le 
système donnant a, b et c en fonction de x, yet z. Il 
reste une certaine part d’indétermination. On peut par 
exemple établir que a et x, yet zsont liés par l’équation 
du second degré en z, 


a2? +[az-(1-a)(a+y-1)]z+æ(1-a)(1-y) = 
Le discriminant de ce trinôme devant être positif, on a 
l'inégalité 
(1-a) +ax 


> 
4 1-a 
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(A NB) u (B ^C) u (C nA) 









ÆnBnC 


Tous ceux qui ont répondu que l’assertion (5) est exacte 
sont invités à reprendre à zéro leur cours de 
probabilités ; une probabilité est toujours comprise 
entre 0 et 1. Cela étant, les deux formules à connaître 
pour calculer les probabilités des assertions (1) à (5) 
sont 


P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) 


et P(A| B) - PANB) 
P(B) 
On obtient successivement 


P(ANBNG = P(BNO - P(ANBNO 
0,2 
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PI(AnB)U(n QU(EN4)| 
= P(ANB) + Pen dU(cNA)| - P(ANBNO) 
= P(ANB) + P(BNC) + P(CNA) -2P(ANBN C) 


= 0,5 
plang] 4) = PNB) -05 
P(A) 


plangnc] AUBUG - PANENO -o1 
P(AUBUC) 





P(AUBUC) = P(A) + P(BUO) - P(AN(BUC)) 
P(A) + P(B) + P(C) - P(BN C) 
(anaulano) 


- P{(A 
P(A) + Pa P(BNC) 
- P(ANB) - P(ANC) + P(ANBNA C) 
=1 


et enfin 
P(AUB| 4) - PAUB)NA) _ P(A) 
P(A) P(A) 
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Supposons, pour fixer les idées, que Patricia ait choisi as 
et roi comme niveaux. fixons tout d’abord les 
emplacements des as ; ces emplacements étant choisis, 
ils définissent n emplacements voisins, avec 1 < n < 8. 
Il y a W(52;4;n) façons de le faire, où W(N;P;n) a été 
défini dans la question précédente. Une fois les as 
placés, la question est : parmi les 48 cartes restant, y-a- 
t-il un roi dans l’un des n emplacements voisins des as 
déjà placés ? Pour qu’il n’y en ait pas, il faut placer les 
rois dans les 48 - n emplacements qui ne sont pas 
occupés par des as, ou voisins des as, ce qui revient à 
effectuer une injection de l’ensemble des rois dans un 
ensemble à 48 — n éléments ; cela peut se faire de 


(48 - n)! 
(44 - n)l 
placer les 4 as dans les emplacements choisis, et 44! 
façons de placer les 44 cartes autrees que les as et les 
rois dans les emplacements qu’il leur reste. Bref, 
sachant qu’il y a 52! résultats possibles du battage de 
cartes, la probabilité pour que Patricia gagne le pari est 
de 





(48 - n), = façons. Il y a bien sûr 4! façons de 


À W{52:4;n) 4! 44! (48 - n)! 

n=1 52! (48 =- n)! 
Numériquement, en calculant les W(52;4;n) grâce aux 
formules de récurrence de la question précédente, on 
trouve que Patricia gagne le pari avec la probabilité 


0,5137..., tandis que François gagne avec la probabilité 
0,4862... 
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Variables aléatoires discrètes 
(Questions p. 82) 


1. 
(1) M Comme (X;Ÿ) ne peut prendre que les valeurs (-1;0), 
(2) E (0;-1), (0;1) et (1;0), il y a toujours soit X, soit Y qui 
(3) E est nulle. On a donc XY = 0, et bien sûr, E( XY) = 0. 
o Cela étant, la loi de X, identique à la loi de Y, est 
(a) définie par 
6) m | 
PX=-1) = 2 = P(X =1) 
PX=0) = 1 
2 
On a donc 
EX = l x(-1)+1x0+1x1=0 
4 2 4 

Il s'ensuit que l’on a E(XY)= EX EY =0, et 

Cov(X ; Y) = 0. Pourtant, les variables aléatoires X et 

Y ne sont pas indépendantes. En effet, on a 

PIX =0, Y=0) =0 
et P(X =0) = P(Y =0) = 5 
d’où 
P(X =0) x P(Y =0) = : + P(X =0, Y=0) = 0 
= Réponse correcte 


o Réponse fausse 
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Soit Y la variable aléatoire qui donne le nombre de 
lancers au bout desquels apparaît un 6. Cette variable 
aléatoire donne le temps d’attente du premier succès 
dans une suite de Bernoulli, et sa loi est une loi 
géométrique de paramètre p, 


HY =q) = pll -p)™, qeN'. 


La variable aléatoire X vaut k 1<k< N, si et 
seulement si Y vaut k, N+k, N+2k, N+3k, … Ainsi, 


VkEN, PX=k) = D P(Y =k+ Ni 


œo 5 
= £ pl 2 Hate 
i20 


- a-p) 


1-(1-p) 


Toutes les paires de boules ont la même probabilité 


d’être tirées. On a donc, pour tout couple 
(ij) € {1:2;..;n} A (ie. à # j), 
P(A =i, B=;) = 


PEE 
nln -1) 
On en déduit la loi de (X; Y) : 

Si i< j, 


Aysi =a B-à PA Bed 
2 


nn -1) 


Pour avoir la loi de X, et celle de Y, on additionne 
respectivement en colonne et en ligne la loi de (X; Y). 
Par exemple, 
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P(x = 1) = E PIY) = (i) 
(n-1) | 


nn -1) 





et plus généralement, 


-à 2(n-i) 
PSA n(n -1) 





pour tout i € {1;2;...;n-1}. 


De même, pour tout j € {2;3;...;n}, on a 


=) =- 20-1) 
PUY J) n(n-1)` 





Si n= 2, les variables aléatoires X et Y sont 
indépendantes. En effet, on a alors X = 1, et Y = 2, 
c’est-à-dire que les deux variables aléatoires sont 
constantes, donc indépendantes. 


Si n > 2, la relation 


PÜx; Y) = (2;2)) = 0 « P(X =2) x (Y =2) 


montre que les variables aléatoires X et Y ne sont pas 
indépendantes. 


Pour calculer la loi de Z = min(X; Y), on peut calculer 


PÍZ >k) , pour tout entier k > 0. Comme les variables 
aléatoires X et Y sont indépendantes, on a 


PÍZ >k) = Pmin(X; Y) >4) 
= P(X >k, Y>k) 


= P(X>k) P(Y2k) 


La probabilité P(X >k) s'obtient à partir de la fonction 
de répartition d’une loi géométrique. On obtient 
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....s 

ed 

ii 

4 

ee. 

...... 

0.4 

ed R 
k o.o o.o. o denses m0 j] min(X;Y) = k 

Dooe COR 

e\o Se 

..« 00... 

e. Se... 

....... 





PX>8) = (1-p} . 
On en déduit 

F(Z >k) = (1 - p)” 
ce qui, d’après la fonction de répartition de la loi 
géométrique montre que Z suit une loi géométrique de 
paramètre 1 — (1 - p} = 2p - p°. 
Si k>0, lévénement (T = k) est la réunion des 
événements disjoints (Y = q, X = q + k), qE N. Ona 
donc 


3 


P(T=H = D P(Y=Q X=q+k) 
Š E Ply- a) P(X=q+k) 


car X et Y sont indépendantes. On en déduit 
P(T=4 -F [pl -Ppl -p)*] 
q=0 


e k+2 
=E pl- 
q=0 
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= pli -p l 5 
1-(1-») 
= 2 (i-p) 


Pour k=0, on utilise le fait que la somme des 
probabilités est égale à 1 : 


Pour le calcul de P(Y>x) , on utilise encore 
l’indépendance de X et de Y, ainsi que l’expression de 
la fonction de répartition : 


P(Y2>X) = > P(X=k, Y>X) 


OO 
= P(X=k, Y>k) 
kæ 
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La calcul de la loi de U = X + Y est standard : 


k 
P(X+Y=k) = Y P(X=Q Y=k-Q) 
q=0 


= > P(X = q) P(Y =k-Q) 


=E pli -ppl -p 


= (k +1) p? (1 -p° 


Pour P(Y =q| X+Y= k) , on utilise la définition des 
probabilités conditionnelles : 


P(Y=q] X+Y=1) - ea X+Y28 





PIX +Y=k) 
- P(X =k-q, Y=4) 
P(X+Y=k) 
- P(X =k-4) P(Y =4) 
PIX +Y=k) 
k- 
- p(l -p° pl -p) 
k+1) p (1 -p 
_ 1 
k+1 
5. 
(1) O Les variables aléatoires X, ne sont pas indépendantes. 
(2) E C’est immédiat si l’on remarque que si les X, Xz, …, 
(3) E X1 valent toutes 1, il en est de même de X,. On peut 
- également calculer la covariance : Si k # q, on a d’une 
6) O 1 
XX) = P(X;=X,=1) = = x—, 
H q x) ( k q ) w o nel 
1 
et E(X;) = E(X) = si 
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d'où Cov(X X} = —— -= = —. 


n 
Comme on a clairement X =Ý X,, on en déduit 
k=1 


lespérance et la variance de X. 


Hx) = Ÿ MX) = 1 


kzi 
n n n-1 n 
Vari) X| = D Vaæa(Xx}) +25 $ Cov(x,;X)) 
k= k=1 q=1l k=g# 


= 1 
Noter que pour une variable de comptage X, ne prenant 


que les valeurs 0 ou 1, ona X, = X° , et par suite 


Var(X,) = X?) -(EX? = Ex -(Ex) 





= (EX) (1 - EX) 
6. 
(1) M Bien que très semblable en apparence, la situation de 
(2) M cette question est très différente de la précédente, du 
(3) E point de vue des probabilités. Cette fois-ci, chaque 
costume est placé au hasard dans une loge, 
(4) m indépendamment des autres ; cela revient à faire n 
(5) = tirages indépendants, un par costume. La variable 
aléatoire X suit donc une loi binomiale, et l’on a 
AU 
kj\n n 
L’espérance et la variance de X valent respectivement 1 
e nal, 
n 
= Réponse correcte 
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() 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


Comme exemple d’expérience, on peut penser à un jet 
de deux dés (n = 2), le succès étant un double six. 


Cela étant, la probabilité pour qu’une expérience soit un 


O0 HONO 


succès est Ex . La variable aléatoire X prend la valeur 
k” 


rsi les r— 1 premières expériences sont des échecs, et si 
la r-ième est un succès. La loi de X est donc donnée 


par PIX =r) = 1 i - T (r =1,2,...) 
k? k 


On en déduit l’espérance de X : 


O0 O0 
y rP(X=r) = iS f: 2] l 
r=1 ke r=1 k” 

- KF -p 

ke 

La probabilité pour que le nombre d'expériences à 
réaliser avant un succès soit inférieur à l'espérance de X 
est donné par 


(i 


E(X) 


k-1 


S Ax- -F fr- Ji 


r=1 r=1 K 
sis k f al: ii 
k 
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Ce nombre n’est pas indépendant de k, mais en 
revanche, sa limite, lorsque n tend vers oo lest, 


puisqu'elle vaut 1 -1, 
e 


Les échanges étant 
indépendants, la 
probabilité pour que À 
gagne le jeu après 
seulement trois échanges 
est p°. La probabilité 
pour que À gagne le jeu 
après quatre échanges est 
3p°%(1-p). La probabilité 
pour qu’il y ait égalité après 4 échanges est 6 p?(1-p)°. 
Lorsque cela se produit, À gagne après un total 
4 + 2m + 2 échanges lorsqu'il gagne m des 2m échanges 
suivants en alternance avec B, puis les deux suivants. 
Pour ces 2m échanges, après un nombre pair d’entre 
eux, À et B sont à égalité, ce qui peut se réaliser de 
deux manières pour chaque paire d'échanges. Ainsi, 
sachant qu’il y a égalité après 4 échanges À gagne après 
un total 4+2m +2 échanges avec la probabilité 
2" p™t? (1-p)". En fin de compte, la probabilité pour 
que À gagne le jeu est 





Kp) = p°+3p°(1-p) +6p°(1-p} 5 2"p#2(1-p}" 
m= 


= pl4-3p) +6p*(1-p} E (2p -2p°)" 
=0 


m: 
= pè(4-3p) + 8 =») 


1 -2p + 2p? 
_ p4 -5p + 2p?) 
1 -2 +2p? 


L’équation f(p) = p se traduit par 


Réponse correcte 
Réponse fausse 


236 


DE 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


EOOH 


Résultats du QCM n°10 


pl2pt -5p +2p+2p-1)=0 
soit par 


E -1-5 -16] =0 


2 2 


Les réels 145 
2 
n’appartiennent pas à 
[0;1]. Ils ne peuvent donc 
être égaux à une 
probabilité. Par suite, la 
probabilité pour que À 
gagne le jeu est égale à la probabilité pour que À gagne 





un échange si et seulement si p € fo; Z ;1 | . Comme on 


le voit sur la courbe de f, le système favorise les joueurs 
forts, et défavorise les joueurs faibles : la probabilité 
pour qu’un joueur gagne le jeu lorsque sa probabilité p 


de gagner un échange est supérieure à ; est supérieure 
à p. Inversement, si la probabilité p qu’a le joueur de 
gagner un échange est inférieure à ; , alors sa 


probabilité de gagner le jeu est inférieure à p. 


Un test groupé sur un paquet de n individus est négatif 
si et seulement si tous les membres de ce paquet sont 
séro-négatifs, ce qui se produit avec la probabilité 
(1-p}". Ce test est donc positif avec la probabilité 
1-(1-p)". Par suite, si l’on désigne par Y;la variable 
aléatoire prenant la valeur 1 si le test du paquet i est 
négatif, n+l si ce test est positif, l'espérance 
mathématique de Y, vaut 
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aY) = (ip xi +[1-f1-p)") x +1] 
= (n +1) - nf -p)" 

C’est le nombre moyen d’analyses que le laboratoire doit 
pratiquer sur un paquet de n individus dans le cas d’un 
groupage sanguin. Les variables aléatoires (Y) sont 
indépendantes. 
Désignons par Ÿ le nombre total d’analyses à effectuer 
pour dépister le virus dans la population totale. En 
supposant pour simplifier que n divise N, on a 

N 


Y = L Y; , de sorte que le nombre moyen d’analyses 
i=l 
à effectuer pour le dépistage du virus dans la population 
des N individus avec la méthode du groupage par 
paquets de n vaut 


HY) = X [ins1) - np]. 


La variance vaut 


Var(W = Nali -pÿ"{1 -0 -pÿ') 
Posons 


se = M[(e+1) - a -»ÿ] 


1 x+1-x08 
xX 


fo = 
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. . 2 oe * 
La fonction f est continue et dérivable sur R, . Pour 
minimiser le nombre d’analyses, on cherche si la dérivée 
de fs’annule. On a 


fa - vrQ- -p7 -1 
À 

et cette dérivée est négative à droite de 0, positive 
lorsque x tend vers +oo. La fonction f est donc 
décroissante sur un voisinage à droite de 0 ; elle tend 
par ailleurs vers +00 en +00. Elle admet donc un 
minimum absolu sur R pa qui est un minimum local, 
donc aussi un point d’annulation de f’. Il existe donc 
une taille optimale des paquets pour le dépistage. Cette 
taille est solution de l’équation 


2 In(1-p) (1 -př =1 
En général, cette valeur n’est pas un entier, et l’on a 
intérêt à prendre lune des valeurs entières voisines. 


A noter : il ne faut pas prendre cet exemple simplifié à 
la lettre. On a supposé que le test de dépistage est 
capable de déceler une personne porteuse du virus dans 
un paquet de taille quelconque, mais en pratique, ce 
n’est pas aussi simple : un test ne dépiste pas forcément 
le virus (et inversement réagit parfois à tort). Le fait de 
constituer des paquets diminue le taux de présence du 
virus recherché au sein de l’échantillon, de sorte qu’au- 
delà d’une certaine taille des paquets, la probabilité de 
dépistage diminue. 


Posons qg=1-p. Il est clair que la loi de X, est 
donnée par 


P(X,=1) = 1 - PIX, =0) spiel SP 
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n 
et que l’on a X = È X,. Les variables aléatoires X, 
k=1 


ne sont pas mutuellement indépendantes. En effet, on 


r n-r-1 
n-1 n-1 

















d’où l’on déduit, après calculs, 


Cov( X; X) = Zez (p = 
á r (n-1) 
De la relation 
EX} = P(X} =1) 


1[tep-1) A 


on déduit 


zix) = [Hp -1) + an] 
Ainsi, EX est une fonction affine de r, et comme 


p > ; , cette fonction est strictement croissante. Le 


météorologue va donc maximiser l'espérance du nombre 
de jours pour lesquels sa prévision est avérée en 
prédisant de la pluie tous les jours! 
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(2) o0 
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Variables aléatoires continues 
(Questions p. 91) 


La médiane m de la variable aléatoire X, est le réel 


solution de l’équation F (m) = . On a donc 
F (m) = e2tanm = 1 
2 
d’où ettanm = 1 
2 
puis atanm = In2 
et enfin m = arctan 122] ; 
a 


Pour obtenir la densité de X, à partir de la fonction de 
répartition F, on dérive cette fonction par rapport à la 
variable, ici x, et non par rapport au paramètre. On 


obtient donc f(x) = — eman , 
cos?t 


L’espérance mathématique de X, est donnée par 


l'intégrale HX] = H z> rf hz) ). Or, par 


définition, F, est une primitive sur b:3| de fy On 


peut donc intégrer par parties, ce qui donne 


HX, = f (2 = Efa) ) 
-zr f3) - fË (æ 1» Fala) 
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T 
= k (z m e"ctanz ) 
0 


En dérivant deux fois par rapport à a cette dernière 
égalité, on montre que l’espérance mathématique E[X,] 
de X, satisfait à l’équation différentielle 


PHAI , gx, 





2. 
(1) M Pour répondre à ces questions, on peut utiliser 
(2) O directement le théorème de calcul de densité par 
G) D changement de variable. Remontrons le résultat pour 
l'exemple de Y = X. 
a) 0 
(5) Æ Posors 
1 g 
LWA] asso 
a) =4 2Vy 
0 si y <0 
et évaluons la fonction de répartition G de Y. Soient ọ 
et p les deux fonctions définie par 
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R, —R 
P: See 
et 
Rt —R 
p:i pal 


2x 
La fonction est une primitive de 1 sur R} (voir dans 


le volume 1 la définition des primitives sur un intervalle 
fermé). 


Si l’une des deux intégrales fg et 
700 


Je ve LA) +4 existe, il en est de 


même de l’autre, et elles sont égales. En outre, sur [0;1, 
g est de la forme p x fo w, de sorte que le théorème de 
changement de variable pour les intégrales impropres 
permet d'écrire 


Ps = [7 Gi +f-2) 


= 7 f 
= rffz) - F(z) 
= G(x) 


où F et G sont les fonctions de répartition respectives 
de X et de Y. La fonction g est donc la densité de Y. 
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(1) O > Pour que fyysoit la densité d’une loi de probabilités, 
(2) E il faut que l'intégrale de cette fonction sur son domaine 
G) D vaille 1. Calculons-la : 


O p Megeve 


zan 


[ee - Ve g m 


~ 86 +2; Se i 


fa 
x 


On en déduit 
Ress 


BB +2; a+1) 
> Les densités marginales de X et Y, fg et fy, se 
calculent en intégrant f, selon l’autre variable. On 


obtient : 
faa) = fly >P C -2) 
=A( -a Plyg) 
= (1-2) 
BB +2;a+1) 
et 


fya) = fileata 2) 
xp [ler -a°) 
Pa Eyo 
= — BH — : 1- atl 
(a +1) BB +2; a k 
- PU- 
BB +1;a+2) 


> Les espérances de X et de Y se calculent elles-aussi 
avec des intégrales : 
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Ex] = f? (z> zfx(a)) 


- 1 filen -at 
= z(1-x) # 
BÊ +2 ;a+1) f 
Z BB +3;a+1) - B+2 
BB +2;a+1) B+a+3 
HY] = (ur vf) 
A B +1 1{ E e) 
{© fwe -a 
(a+1) B6 +2; a+1) IR 
=— Êt! ____ pfp+2;0+2) 
(a +1) BB +2; a+1) 
B+1 
a +6 +3 
> Pour ne pas se singulariser, la densité conditionnelle 
Jxy=, réclame également le calcul d’une intégrale : 


x#(1-2) _ (œ+1)(1-2) 
exp) GT 








fx Y=y(2) : 


4. 
(1) E 
2) O > La relation X=2V1-R conduit à 
(8) O he 
(4) D pR- 1-2% , puis à P(X >?) = 1-2 . En 
intégrant, on trouve l'espérance : Ex] = 3 
> De même, la relation Y=2sin0 conduit à 
0 = arcsin £ , puis à (Suite p. 256) 
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(Suite de la page 255) 


I 
i 
R 
g, 
5 
ke 


P(Y >) = fe arcs À] ; 


En intégrant, on obtient riy] = 


als 


> Enfin, un développement limité en 0 des deux termes 
montre que la relation de l’affirmation 3 est fausse. 
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Le voyageur arrive à l’instant X, entre les passages des 
métros ket k+1. Le passage de ces métros se fait en 4k 
et en 4(k+1). La variable aléatoire T du temps 
d’attente est donc la loi de 4(k+1) - X, où X suit une 
loi uniforme sur l'intervalle [4k ; 4(k+1)]. L'espérance 
du temps d’attente, E(T) est donc donnée par 


Bin) = fE (er Luke à] = 2 


Ceci est conforme à l'intuition : s’il y a en moyenne un 
métro toutes les quatre minutes, on arrive "en moyenne" 
au milieu de Pintervalle séparant deux métros 
consécutifs, et on attend le métro suivant en moyenne 
deux minutes. 


Bien que la situation semble très semblable à celle des 
métros, elle ne l’est pas. L’absence de mémoire du 
processus de Poisson fait que le temps d’attente ne doit 
pas dépendre de l'instant d’arrivée. Retrouvons ceci par 
le calcul : 

Soient X}, Xz, …, Xm … les temps séparant le passage 
des bus successifs. Pour tout entier naturel n, on pose 
S,= X + X, +.. + X,; cela définit l’heure de 
passage du n-ième bus. La densité g, de $, est donnée 
par (voir l’encadré p. 256) 


0 si r<0 
a -1 
I(T) = a (277 e% si x>0 
(n-1)! 
de sorte que la fonction Zg, est constante sur R}, 
prenant la valeur a. 


Soit k- 1 l’indice (aléatoire) du dernier bus qui est 
passé à la station avant l’arrivée du voyageur, qui se 
produit à l'instant t. On a donc $,, < t < Sp Posons 
L,= Sk- Sı Cela mesure le temps séparant le 
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passage des bus passés à la station juste avant et juste 
après l'instant t. Calculons la fonction de répartition et 
la densité h, de L, Si x< t, l'événement {L, < x} se 
produit si et seulement s’il existe n et y tels que S, = y 
et t-y < X,,1 < T, ce qui impose 

t—rz<y<t. 
On en déduit 


œ% 
P(L, <2) = 2 fi y = g, (y) [et -e2]) 
= 

puis, comme }g,„ = Q, 

P( L, <z) = 1 -e™ -are™ 
et enfin, en dérivant, 

h(z) = re siO<r<t 
De même, lorsque x > t, on obtient 

h(x) =a(l +at)e™® si r>t 

Le temps d’attente du voyageur, noté traditionnellement 


W, (pour waiting time), est défini par W, = S,- t. La 
fonction de répartition de W, est donnée par 


P(W, <a) = et - e”%{z+t) 


k 2 J : y > g,(y) let" -e-4*t-1)]) 


1-e% 

C'est la même loi que les X,. Ainsi, si les bus passent 
en moyenne toutes les quatre minutes, notre voyageur 
attendra en moyenne quatre minutes. 


On montre en théorie du trafic que si l’on s’éloigne du 
point de départ de la ligne de bus, et si ceux-ci avancent 
de manière indépendante, la loi des temps de passage 
des bus au point considéré tend vers une loi 
exponentielle. Le temps d’attente moyen des voyageurs 
augmente donc lorsqu'on s’éloigne du départ de la 
ligne : supposons que les bus partent à intervalles 
réguliers, disons toutes les quatre minutes. Près du 
point de départ de la ligne, un voyageur attend en 
moyenne deux minutes, tandis que plus loin, il attend en 
moyenne quatre minutes. Pour réduire cet effet, une 
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technique consiste à forcer les autobus à attendre en des 
points fixes situés tout au long de la ligne, de manière à 
quitter ces points à intervalles réguliers. Et il n’y a pas 
que les phénomènes probabilistes qui entrent en ligne de 
compte dans l’attente des bus : un sondage auprès de 
voyageurs attendant un autobus le long d’une ligne sans 
horaires fixés a montré qu’en dessous de 10 minutes, les 
voyageurs ont une bonne perception de leur temps 
d'attente, mais qu’au delà, il y a une brusque 
augmentation des voyageurs disant qu’il attendent 
l’autobus "depuis une demi-heure"... 


Vous n’avez pas de chance ! L’espérance du nombre de 
clients à se présenter avant qu’il y en ait un de plus 
malchanceux que vous est infinie, et cela quelle que soit 


la loi des W,. En effet, l'événement {N > n} se réalise 





si et seulement si le maximum de Xo, X}, …, X, est 
atteint en Xọ Pour des raisons de symétrie, la 
probabilité de cet événement est 1 s On a donc 
n+ 
P(N=n) = P(N> n-1) - P(N> n) 
zrod 
n n+l 
se 
n(n +1) 
et 
Wapa 
EN} = —— = +00 
2 n(n+1) 


On peut retrouver ce résultat par le calcul. Supposons 
par exemple que les W, suivent une loi exponentielle de 
paramètre a. Supposons À, = z. Alors, pour tout 
n > 1, la probabilité pour que l’on ait X, > z vaut 
p = e®™, et l’on ai ramené à une suite de Bernoulli de 
probabilité p. On a donc 
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n-1 


P(N=n| X% =a) = pli-p) 


puis 
P(N=n) = fid- mae% em ]] _ e-w)" 


En posant t = 1-e%, on peut calculer la dernière 
intégrale. On obtient 


n+1  n(n+1) 
u résultat précédent. 


P(N=n) = 1-1 Í 





sle 


ce qui est bien conforme 


w 


(1) O Pour déterminer la valeur en t > 0 de la fonction de 
(2) E répartition F'de X/Y, on intègre le produit des densités, 
(8) oO a? e%##1) sur le domaine de R,? formé des couples (x;y) 
(4) tels que 0 < x < ty, y E€ R+*. On obtient 


= 
OD Ps) = fre fender) 
= o? Fumer f” (a = e™)] 
Za ME e = (a a] 


- t 
I+t 
La densité f s'obtient en dérivant F (et non en 
primitivant). Sur Rt, cette densité est donnée par 


Ki) = — 
(1+ 
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Comme la fonction t= —{ z est positive et que l’on 
(+) 

a léquivalent t sn , cette fonction n’est pas 
(1 + tœ t 


intégrable sur [0;+co], et l’espérance de X/Y n’est pas 
finie. 


La relation L, + L, +... + L,,, =1 montre que les 
variables aléatoires L}, Lo …, L,,, ne sont pas 
mutuellement indépendantes. 


Pour voir que les variables aléatoires L}, Lo, …, L, 
sont équidistribuées, identifions les points 0 et 1 de 
l'intervalle [0;1], pour obtenir un cercle. Plus 


précisément, considérons n+1 variables aléatoires 
indépendantes, équidistribuées, Y}, Y}, …, Ÿ,,1, de loi 
uniforme sur le cercle {e”™t, t € [0;]}. Sur le cercle, ces 
n+1 variables aléatoires découpent n+1 intervalles, dont 
les longueurs ont la même loi. Coupons ce cercle en 
Yh4 j on obtient un intervalle de longueur 27, coupé en 
n+l sous-intervalles par des variables aléatoires 
uniformes indépendantes. (C’est notre situation : les 
variables aléatoires L}, L,, …, L,,, sont équidistribuées. 


Pour déterminer leur loi, il suffit de calculer celle de L4. 
Or l'événement {L} > t} est réalisé si et seulement si 
tous les X; vérifient X; > t. Comme les X; sont 
indépendants, la probabilité de cet événement est 
(1-1). On en déduit immédiatement la fonction de 
répartition F de L : sit € [0;1], on a 

Ft =1-(1-1t}). 
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Les lois de L}, L} et L} ne sont pas les mêmes! Les 
points X, et X, jouant le même rôle, il est clair que L 
et L ont la même loi ; mais quand on fixe le point (1;0) 
pour choisir l'intervalle contenant ce point, on a 
tendance à choisir plus souvent l’arc le plus long, car 
c’est généralement celui qui va contenir (1;0). Cela 
explique intuitivement pourquoi la loi de L} n’est pas la 
même que celle de L, et de L}. Evaluons les espérances 
de L, L} et L}. Les variables aléatoires L} et L, ont la 
même loi; on a donc E(L:;) = E(L,). En outre, 
l'espérance est une forme linéaire; on a donc 
E(L;+L:) = E(L;) + E(L). Et comme L, + L, = 21, 
on en déduit E(L;+L,) = 2m, puis E(L;) = E(L)) = 7. 
Pour déterminer l'espérance de L}, coupons notre cercle 
en (1;0), et déplions-le. Cela revient à placer deux 
points selon une loi uniforme sur l'intervalle [0;2r]. On 
a vu dans la question précédente que ces deux points 
coupent l'intervalle [0;27] en trois sous-intervalles dont 
les longueurs suivent la même loi, et d’espérance 


(toujours la linéarité de l’espérance) 27/3 . L’arc du 
cercle contenant (1;0) correspond à la réunion du 
premier et du dernier sous-intervalle de [0;2x]. 
L’espérance de L, vaut Xe 


ElL) =2x% f, A 
c'est-à-dire le double de 
l'espérance de L et L}. 
Si L; et L, suivent des lois 
uniformes, L; suit une loi ¢ 
de densité Anx. Par 
exemple pour L) et Lọ ° Den 2R aX 
comme on peut le lire sur FAT 


la figure ci-contre, on a P(L; <t) = 2x xt (produit de 


la base par la hauteur), de sorte que la densité de L, et 
de L, est constante, de valeur 2x. 
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1. 
(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


N 


() 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


mE 


EHEN Q 


EE CE 


(Questions p. 100) 


Rappelons d’abord l'inégalité de Cebitev : Soit X une 
variable aléatoire réelle admettant une espérance 
E(X) et un écart-type ø. Alors, pour tout e > 0, 


2 
PIX-EHX)| 2e) < © 
z? 
En particulier, en posant p = E(X), et € = ko, 
1 
PI X -p| >ko) < = 
k 


Cela étant, pour répondre à la question, il suffit de 
consulter une table statistique, ou d'interroger sa 
calculatrice scientifique. 


Les variables aléatoires X, ont une espérance nulle, car 
leur loi est symétrique par rapport à l’origine. Leur 
écart-type vaut 1. Cela étant, les inégalités de type 
Čebičev vérifiées par les variables aléatoires X, sont 


PI X,-E(X,)| >ko) = Ł < L'socken 
Ê R 
1 
PY X, - E(X,)| >no) z n2 , 


P| X,-E(X,)| 2ko) =0 sin<k 
(noter l'inégalité stricte n < k dans la dernière relation). 


Les variables aléatoires X, fournissent donc chacune un 
unique cas dďd’égalité dans l’inégalité de Cebičev. 
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PI X,-E(X,)| >no) = = 


(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


La loi des grands nombres porte sur les moyennes, et 
non sur les sommes ; les deux premières affirmations 
sont donc fausses. Ce qu’affirme la loi des grands 
nombres, c’est qu’en général, lorsque n devient grand, 
Y„est proche deu. Plus précisément, avec les notations 
de l’énoncé, la loi faible des grands nombres affirme que, 
pour tout a > 0, on a les deux relations 


mE E ugn 


lim PY,-u[>e) = 0 
n —00 


et lim P(Y,-ul<e) =1. 
n —00 

Sous les mêmes hypothèses, la loi forte des grands 

nombres affirme qu’avec une probabilité égale à 1 (on 

dit "presque sûrement"), Y, tend vers p. 




















0) o = - 

(2) m Notons d’abord l'égalité nn a 

(3) o Oyn Th 

(4) m affirmations 1 et 3 d’une part, 2 et 4 d’autre part sont 
donc équivalentes. 

(5) o0 Cela étant, le théorème limite central, aussi appelé 
théorème de De Moivre-Laplace, et que la dernière 
mode consiste à appeler théorème de la limite 
centrée, affirme que sous les hypothèses de l’énoncé, la 
loi de Sn s (i.e. celle de Yn BA peut être 

oyn n 
Le ob né ak Pi -| 
oyn 
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OES 
représentant la fonction de répartition de -? kx il 





oyn 
est approché par le terme correspondant de la fonction 
de répartition de la loi normale centrée réduite. C’est 
donc l'égalité 


lim P Sh 


n —00 








$ -1g 
$ cae fideme] 
oyn V2r "© 


qui est correcte. 





S_- 
Enfin, — be est une loi centrée réduite ; c’est donc 
oyn 


une loi normmale centrée réduite qui pourra en 
approcher la loi, et l’assertion 5 est fausse. 


Calculons la limite cherchée. On a d’abord 
a A 
(a) C 

oN (a =») 
AN (ph 


IE M)! 


M! 
ql (M-x)! 
NN -1). …(pN- 2+1)] LaN(aN -1).(aN-M+z+1)] 
N(N-1)...(N-M+1) 


où l’on a posé comme d’habitude, q = 1 — p. Puisqu’on 
a affaire à des produits, utilisons les équivalents pour 
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évaluer la limite. Lorsque N tend vers oo, le nombre de 
facteurs de chacun des termes 


NN -1).(pN-2+1)] 


laNlan-1) (eN-M+z+)] 
et 


N(N-1)..(N-M+1) 
respectivement de x, M — x et M reste inchangé ; cela 
autorise l'emploi des équivalents. On obtient 


NN -1)... pN-z+1)] ~ nF 


LaN(aN -1)...(aN-M+2+1)] KA lan” 
et 
NN-1).(N-M+1) ~ NM 


N —00 


On en déduit 


pla M nn 
Nc ql a (M-a! -a)l 
et enfin 


lim P(X-=x) = sa ia p -p)7 


N—00 al (M-a)! 
En pratique, on considère que l'approximation d’un loi 
hypergéométrique par un loi binomiale est légitime dès 
que le taux de sondage M/N est inférieur à 10%. 


> Notons que la réponse (4) est fausse, mais qu’une 
légère modification dans les hypothèses peut rendre la 
conclusion correcte. En effet, on vient de voir que la loi 
hypergéométrique tend vers la loi binomiale. Or on sait 
également que la loi binomiale tend vers la loi de 
Poisson. En faisant tendre de manière convenable vers 
oo les différents paramètres de la loi hypergéométrique, 
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on peut donc la faire tendre vers une loi de Poisson. 
Dans la question, on a supposé que l'effectif de 
léchantillon tiré reste constant, lorsque N tend vers oo. 
Si l’on suppose que le nombre d'individus de type J, R, 
et que l'effectif de l'échantillon, M, évoluent tous deux 


en fonction de N, de telle sorte que l’on ait xE =), 


où à est fixé, alors la loi hypergéométrique tend vers une 
loi de Poisson de paramètre X. 


Au moment où l’on va effectuer la deuxième pêche, le 
lac contient N poissons parmi lesquels 20 sont marqués ; 
on en tire 50. Si X désigne la loi du nombre de poissons 
marqués que l’on tire parmi les 50, alors X suit une loi 
hypergéométrique, donnée par 


re - Elio) 


(o 


Si l’on avait un grand nombre N de poissons dans le lac, 
et si l’on avait aussi un grand nombre, M, de poissons 
marqués, de telle sorte que le nombre de poissons 
pêchés, 50 soit négligeable devant N et M, alors on 
pourrait légitimement approcher la loi de X par une loi 
binomiale, en considérant que quel que soit la nature des 
premiers poissons pêchés, le rapport M/N reste 
inchangé. (C’est ici évidemment faux, du fait de 
linégalité 20 < 50. 

Si l’on désigne par Y, la variable aléatoire qui vaut 1 si 
le k-ième des 50 poissons est marqué, 0 sinon, 


50 
l'espérance de Y, vaut 20/N. Comme X =Ù Y,, 
k=1 
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l’addivité de l’espérance permet d’écrire 


La variance i la loi TNN est donnée par 
Var(X) = 50 zf -2h -e 
N N N-1 


e L'inégalité de Čebičev n’est pas assez précise pour 
qu’on puisse affirmer avec certitude que le lac contient 
250 poissons. Reprenons cette inégalité. Pour tout réel 
t > 0, elle s'écrit : 


pe] 


P 








Posons ô = Var) . L’inégalité s'écrit 


P 





GRE 


Si lon trouve X = 4, pour chaque ô, il existe un 
intervalle [a(4;8);8 (4;8)] de valeurs de N pour lesquelles 


ê 
jusqu’à 17 Pintervalle en question diminue, jusqu’à 
atteindre une valeur correspondant à la limite de 
l'inégalité de Čebičev ; cette valeur limite exprime 
l'insuffisance du sondage avec seulement 50 poissons 
pêchés. 


2 
on a (-20) < Var(x) | Lorsque ê augmente, 


Lorsqu'on augmente ce nombre M de poissons pêchés, 
en gardant constant le rapport X/M, la fourchette 
minimale d’estimation diminue. La courbe ci-dessus 
montre l'évolution de cette fourchette, de 50 à 250 
poissons pêchés. L'existence de cette fourchette montre 
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rene d'une popalstioa de poissons 








100 1850 200 
Nombre de poissons pêchée dans la deuxième étape 


que lorsqu'un sondage est fait sur un petit échantillon, 
on ne peut réduire la fourchette d’estimation ; si on veut 
la réduire, il faut augmenter la taille de l’éc bantillon, 


e L’estimation de N à partir de X est un problème 
standard en statistiques. Bien que ce ne soit pas au 
programme, on peut sur cet exemple simple découvrir la 
démarche du statisticien. Si X = 4, le choix usuel pour 
estimer N est de choisir l’entier n pour lequel P(X = 4) 
est maximal (on parle du maximum de 
vraisemblance). Autrement dit, on prend l’entier n qui 
maximise la fonction f définie par 


alter 


(a) 


Le graphe de f est le suivant : 


Son maximum est bien atteint en 250, et c’est le choix 
usuel du statisticien. 


e L'inégalité de Čebičev nous a montré la nécessité de 
considérer une fourchette de valeurs pour l’estimation de 
N. Une technique standard en statistiques consiste 
encore à maximiser une fonction : on cherche tous les 
entiers n pour lesquels 4 est le nombre le plus probable 
de poissons marqués pêchés. Autrement dit, on cherche 
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0.05 


150 200 250 300 350 400 


les entiers n pour lesquels 4 est l’entier qui maximise la 
fonction g, définie par 


CC 


(a) 


La fonction (n;k) > g,(k) est représentée par la figure ci- 
dessous 
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Le maximum de g, est atteint en 4 lorsque n décrit les 
valeurs entières de l'intervalle [213;265]. 


Ainsi posé, il y a deux façons de modéliser le problème. 
Soit on considère que l’on peut distinguer les personnes, 
soit on considère qu’elles sont indiscernables. 


> Dans le premier cas, soit X, la variable aléatoire qui 
vaut 1 si le ième étage est un arrêt, 0 sinon. La 
probabilité pour qu’un passager donné ne veuille pas 


s'arrêter à l'étage iest 1 - Š ; si les passagers agissent 

indépendamment, la probabilité pour que l’ascenseur ne 
i S ; 1)? 

s'arrête pas à l’étage iest donc |1- m Cela étant, 


comme X; ne prend que les valeurs 0 ou 1, on a 


HX] = P(X;=1) =1 -(-3 


d’où 
N Q 
PRE) 
is N, 
> Dans le deuxième cas, on peut numéroter y, …, YQ 
les étages auxquels descendent les passagers 1, …, Q 


Toutes les combinaisons sont également probables, et 
cela revient à répartir avec répétition les Q passagers 


N+Q- ') 
Q 

façons. Soit K le nombre d’étages auxquels l'ascenseur 
s'arrête. L'événement {K = k} est réalisé si et 
seulement si les passagers se répartissent sur k étages, 


dans les N étages, ce qui peut se faire def 
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avec au moins un passager descendant à chacun de ces 
k étages. On a donc 


ao - GA 


Wal 
Q 
pour tout k € {1, 2, …, min{M;,Q}}. Ainsi, 


aage E 


ka E 
Q 
LON "r Sal va 
Pen Jo j )I\Q-j-1 
Q 
Eea MET 
Q 


; ; 1} $ : 
> Dans le premier cas, comme lim |1 -=| =e"! ,si 
n —00! n 


lim Q- a, on obtient E[X] ~ Ni e). 
N >œ 


N =œ 5 
> Dans le deuxième cas, toujours en supposant 


in 2 so , on obtient l’équivalent E[K] ASR 
N—00 N-00 1 +a 





“ La problème de l'ascenseur a été étudié de 
nombreuses fois dans la littérature, sous des formes 
différentes. Par exemple, E. Schrödinger a utilisé ce 
modèle en 1951 pour évaluer le nombre de détecteurs se 
déclenchant lorsque Q rayons cosmiques traversent P 
détecteurs (Question : les rayons cosmiques sont-ils 
discernables ou non ?). Le problème de l’ascenseur lui- 
même a donné lieu à une abondante littérature. On 
pourra ainsi chercher l'espérance de l'étage où 
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l’ascenseur finit de se vider, ou se poser la question 
inverse : ayant observé que l’ascenseur s’est arrêté k fois, 
combien y avait-il de personnes au départ ? 


Le modèle choisi correspond à une loi binomiale de 
paramètres 300 et 1/20. On peut l'approcher par une 
loi de Poisson de paramètre 300 x 1/20 = 15, ou par 
une loi de Gauss d’espérance 300 x 1/20 = 15 et de 


variance 300 x x > = 14,25 . On cherche l’entier N 


qui est le plus petit entier k tel que P(A > k) < q, c’est- 
à-dire tel que P(A < k) > 1- q. On est donc ramené à 
considérer la fonction de répartition de la loi binomiale 
et des deux lois utilisées pour son approximation. Le 
tableau ci-dessous montre les résultats obtenus, pour les 
valeurs entières de k comprises entre 20 et 30. 


i Loi de | Loi de 
binomiale | Poisson | Gauss 
Coms Jose [os | 
D A 
> > 


0,9 


[00087 [ose 


21 
24 
25 
27 
28 





Ainsi, lorsque q = 0,01, on trouve une estimation du 
besoin en lignes de 24 par la loi binomiale, de 25 par la 
loi de Poisson, et de 24 encore par la loi de Gauss. Pour 
q = 0,001, on trouve respectivement 28, 28 et 27 lignes 
à brancher. L’amélioration de la probabilité de non 
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saturation du réseau augmente rapidement, et il n’y a 
pas besoin de doubler le nombre de lignes pour passer 
de q = 0,01 à q = 0,0001. Les courbes des trois lois (on 
a relié les points pour obtenir une représentation plus 
lisible) sont représentées dans la figure ci-dessous. 


0.1 
0.08 
0.06 
0.04 


0.02 


> Ce modèle suggère un certain nombre de remarques : 


— Il représente le point de vue de la compagnie du 
téléphone qui cherche à connaître la probabilité pour 
que son central soit saturé à un instant donné. La 
probabilité pour qu’un usager n’obtienne pas la tonalité 
est plus importante : lorsqu'on a A > N,i ya A-N 
usagers qui n’obtiennent pas cette tonalité. Le calcul à 
faire pour évaluer le nombre de lignes a installer pour 
qu’un utilisateur ait une probabilité d’obtention de la 
ligne supérieure à 0,99 est donc différent. Pour être 
réaliste, il faut alors tenir compte de la durée des 
communications, et de la stratégie de rappel immédiat 
ou d’abandon d’un abonné n’obtenant pas la tonalité. 


— L'approximation de la loi binomiale par la loi de 
Poisson ou par la loi de Gauss était très important à 
une époque où il fallait faire les calculs à la main. On 
se servait alors de tables donnant les probabilités des 
lois de Poisson ou de la loi normale réduite. A notre 
époque, plus aucun statisticien sérieux ne se sert de 
tables, et les programmes informatiques spécialisés 
calculent les lois binomiales sans difficultés. Les 
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programmes les plus élaborés sont même capables de 
décider par eux-mêmes s’il convient de passer par une 
approximation, lorsque les paramètres sont très grands. 
L'importance donnée à l'étude des approximations 
devrait donc diminuer rapidement, ce qui permettrait 
d'étudier des questions d’un plus grand intérêt pratique 
comme les files d’attente markoviennes. 


Connaïissant p, la probabilité de mauvais pronostique est 
donnée par la fonction de répartition de la loi 
hypergéométrique. On a en effet un tirage de N 
individus dans une population de 30.000.000 parmi 
lesquels p x 30.000.000 vont voter OUI. Si p > 0,5, la 
probabilité de faire un tirage conduisant à un mauvais 
pronostique est forcément inférieure à 0,5, de sorte que 
l’assertion (1) est fausse. 


Comme la taille du tirage est très inférieure à celle de la 
population totale, on peut approcher la loi 
hypergéométrique par une loi binomiale de paramètres 
N et p. La fonction de répartition permet d’évaluer le 
risque de mauvais pronostique, par le calcul de 


rx <3] . Numériquement, si N = 500, on trouve 


0,3435. 

Si la taille de léchantillon utilisé pour le sondage est 

assez importante, on peut approcher la loi binomiale par 
X - Np 


VNpli -p) 


est une loi gaussienne réduite. Là encore, ce calcul 
suppose que l’on connaisse p. Numériquement, si 


une loi de Gauss, en considérant que T = 
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N = 5.000, on trouve 0,07860. Voici un tableau des 
résultats numériques obtenus pour p = 0,51. 


Calcul du risque de mauvais pronostique en fonction du 
nombre de personnes interrogées dans l'échantillon 
Taille de | Calcul direct Calcul à Calcul à 
l'échantillon par la loi partir de la | partir de la 


hypergéo- loi binomiale | loi normale 
métrique 


w AE os| I] 
























Pour obtenir un tel tableau, on peut écrire un 
programme en Turbo-Pascal. On pourra comparer, en 
termes de longueur et de temps passé à l'écrire, au 
programme MATHEMATICA suivant, ne comportant 
qu’une instruction (que pour des raisons typographiques 
nous avons écrite sur plusieurs lignes), et produisant un 
tableau donnant les trois estimations, pour toutes les 
valeurs de N multiples de 100, entre 100 et 5.000 : 
Table[{k, 

N[CDF[HypergeometricDistribution[k, 51*300, 

30000], k/2]], 
N[CDF[BinomialDistribution[k, .51], k/2]], 
NICDF[NormalDistribution[k*.51, Sqrt[k*.51*49]], 
k/21]}, 

{k, 100, 5000, 100}] 
En pratique, au moment du sondage, on ne connaît pas 
p. C’est donc plutôt dans l’autre sens que l’on procède : 
on interroge les individus d’un premier échantillon, et 
l’on se demande si l’on a un gros risque d'erreur à 
conclure. Si oui, on complète l’échantillon, sinon, on 
arrête le sondage. Supposons qu’on ait obtenu 15 OUI 
dans un échantillon de 20 personnes interrogées. On se 
trompe en pronostiquant alors le OUI si l’on a p < 0,5. 
Dans ce cas, la probabilité d’obtenir plus de 15 OUI 
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dans un échantillon de 20 individus est inférieure à 
1-F;(15), où F est la fonction de répartition de la loi 
hypergéométrique de paramètres 30.000.000, p et 20. 
Comme 20 est très petit devant 30.000.000, on peut 
approcher F} par la fonction de répartition F, de la loi 
binomiale de paramètres 20 et 0,5. On obtient 0,005908. 
Si l’on procède à l’approximation par la loi gaussienne, 
on obtient 0,01267, ce qui est environ deux fois plus 
grand : pour N= 20, l’approximation de la loi 
binomiale par la loi gaussienne n’est pas bonne. Le 
calcul exact par la loi hypergéométrique donne 
0,00590895, ce qui est très proche de la valeur trouvée 
par la loi binomiale, à savoir 0,00590897. Cette 
différence dans la qualité de l’approximation tient à la 
nature du paramètre qui assure la convergence : 
l’approximation de la loi hypergéométrique par la loi 
binomiale est légitime dès que l’échantillon est petit par 
rapport à la population totale ; ici, 20 est petit devant 
30.000.000. Pour l’approximation par la loi gaussienne, 
c’est la taille de l’échantillon qui doit être grande ; ici, 
20 n’est pas un grand nombre, et c’est ce qui explique la 
médiocrité de l’approximation. 


Le problème de cette question est désigné en théorie des 
files d’attente sous la dénomination "M/M/1/K". Le 
premier "M" qualifie les arrivées, markoviennes, c’est-à- 
dire avec des temps inter-arrivées répartis selon une loi 
exponentielle. Le second "M" qualifie le service, lui- 
aussi markovien, avec un temps d’examen d’un patient 
suivant une loi exponentielle. Le "1" signifie qu’il y a 1 
serveur, ici le médecin. Enfin, le "K" indique que le 
système peut recevoir au plus K clients. Avant de voir 
les solutions des questions, voyons comment les 
équations de l’énoncé sont obtenues.  Raisonnons 
d’abord entre les instants t et t+At (At petit). 

— Un développement limité de la probabilité pour 
qu’un patient se présente est XAt; le nom-bre de 
patients présents passe alors de à à i+1, si 0< i< K-1 (si 
i = K, un nouveau patient est rejeté). 
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— Un développement limité de la probabilité pour que 
le docteur termine l’examen d’un patient est pAt ; le 
nombre de patients dans le système passe alors de i à 
il, si 1 < i < K (si i = 0, il wy a pas de client, donc 
aucun examen à finir). 

— En négligeant la probabilité pour que deux 
événements se produisent entre t et t+At, un 
développement limité de la probabilité pour qu’il ne se 
produise rien, et que donc l'effectif reste constant, égal 
à 1, est 1-XAt-uAtsil < i < K-1,1-pAtsii-— K,1-XAt 
si i = 0. 

On obtient d’abord les équations 
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polt + A) = (1 -X4) pif) + uAtp;(t) + oA) 
plt+A) = >Atp (d +(1-XA -pA) pki) 

+ uAp,.1(t) + oA), si 1<i<K-1° 
p) = XMpzilt) + (1 -uA)p;lt) + 4) 


et, si At vers 0, les équations différentielles 


phle) = - xp) + upi 
pilt) = a (->-u)pki) + upili), si 1 <i<K-1 
Pt) = XpxAl) -up dd 

En régime d’équilibre, la probabilité p,(t) ne dépend pas 


de t. Sa dérivée est donc nulle, de sorte que l’on a le 
système donné dans l’énoncé, 








Là 
P1 = — Po 
CE. 
+ 
Pn = E pp- pri (1 <n<K-1) . 
H H 
PK 7 — Pki 
p 
Revenons aux questions. Ce système se résout par 
; ` ` \Ÿ 
récurrence, Pi==Pp; Po=-P; -() Pos 3 la 
p p H 
K 
condition supplémentaire D p; = 1 , fournit 
10 
-p K+*1 
K K : 1=Pp Po Si P#1 
Ep pps 1-p 
120 130 (K +1) p sip =1 
( -p)p si p #1 
à _ 1 -p +1 
puis Pi ai 
=L si p =1 
K +1 


Il peut y avoir de 0 à K clients dans le système. 
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> Le nombre moyen L de patients dans le système est 


K 
défini par L= L ip; . Si p=1, on trouve 
i0 


K 
Yi 


i=0 K 


K K . 
L= in =P in 
i=0 i=1 
K 


= pp} dpi = RS: 
i=l dp dp i=1 
d p(1 -p¥) 

dp 1-p 
1-(K+1)pX + KpK*1 


(i -p7 
oli -(K+1)p¥ + Ko Ki] 


(1 -pX*)(1 -p) 
> Le nombre de patients dans la salle d’attente est égal 
au nombre de patients dans le système moins un, sauf 
s’il ny a aucun patient (ce qui se produit avec la 
probabiité po). Par suite, le nombre moyen L} de 
patients dans la salle d’attente se déduit de L grâce à la 
relation 


= P Po 


= P Po 


oK 
L,=L-(1-p) = L ~ pti -p%) 
K+1 
l-p 
> Le temps de séjour moyen W d’un patient entrant 
dans le système (attente puis consul-tation) se déduit 


facilement de L grâce à la formule de Little, qui 
s'écrit = T où À’ est le taux moyen de 
consommateurs entrant dans le système. Ici, 
v= A(1 - pr) , d’où, lorsque p #1, 


1-(K+1)p¥+Kp#“ 
(-p #41) (1 -p)u(1 -px) 


W = 
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(a) 
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Récapitulatif 
(Questions p. 112) 


E0000 





La figure est faite pour n = 6, mais il est bien clair que 
le résultat est vrai en général. Un calcul direct de l’aire 
du carré montre que l’aire totale vaut 


(1+2+3 +... +6) 
En comptant les carrés suggérés par le découpage, on 
voit que cette aire vaut également 


135 +2 +33 +... +6 


Réponse correcte 
Réponse fausse 
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(1) O La solution de l'étudiant suppose que a et B sont les 
2) o deux solutions de l'équation du second degré 
(3) E 2 +azr+ß=0. Or quand on demande de chercher 

"les réels a et 8 solutions de l’équation...", on mexclut 
(4) O pas le cas a = ĝ ; si a = ĝ, on peut avoir une deuxième 
(5) 0 solution, autre que a. 

Voici une solution correcte de l’exercice. 

Le fait que a et B soient solutions de l'équation se 


$ a +a +6 =0 
traduit par n 
ce qui équivaut à 
2a +B =0 
BB +a+1) =0 
s 202 +B = 0 202 +B =0 
et à Pe 8 =0 


On obtient donc trois couples (a;ß) solutions, à savoir 


(0;0), (1;-2) et (5) . Lorsque a =$ = -5 , les 


deux solutions de l’équation 2 - 5° sl ew sonit 


Ni = 


et 1. 


(1) M La règle de multiplication des matrices, ligne par 

2) o colonne montre que les matrices de À, sont symétriques. 

(3) m Cela étant, cherchons une relation de récurrence entre 
- les u,. Une matrice M = (a;) de Ap}; comporte un 

(a) unique terme non nul sur la première ligne. 

(5) 0O — si s’agit de a, il y a deux possibilités pour a, et 


les autres termes de la première ligne et de la première 


Réponse correcte 
Réponse fausse 
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colonne sont forcément nuls. La matrice extraite, 
formée des termes qui ne sont ni sur la première ligne ni 
sur la première colonne est n’importe quel élément de 
A, Cela fait donc 2u, telles matrices. 

— S'il s’agit de a, avec i > 1, on a deux possibilités 
pour a; et les termes de la lère et de la i-ième ligne 
sont nuls, comme ceux de la lère et de la tième 
colonne. Les autres termes forment une matrice 
quelconque de À, ,. Cela fait donc 2u, matrices. 


En fin de compte, on a la formule de récurrence 
Unyi = 20, + 2N Up: 
Sachant que l’on a u = 2, w = 8, on en déduit 
2* n! 
{EDEN k+2p=n} KP! 
On peut montrer que cela s’écrit également 
z” 
> (" (2x)! 272% 
ko (2k kl 
Sous cette dernière forme, on pourra établir le lien avec 
le nombre de façons de placer n tours sur un équiquier 


de taille n, symétriquement par rapport à la diagonale, 
et de telle manière que les tours ne se mettent pas 


z" 

Z 

mutuellement en échec, È | J (xl : 
ko (2k) 2 kl 


Un = 


Comme R” est de dimension n, la famille 


fr; Ai A; A; nAn 
est liée. Il existe donc un polynôme P de degré < n tel 
que P(A,) = 0. Ce polynôme se factorise en facteurs de 
degrés 1 ou 2. Si R” est un corps, pour avoir 
P(A;) =0, À, doit annuler au moins l’un de ces 


Réponse correcte 
Réponse fausse 


6. 


mE Æ 


(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


(1) 
(2) 
(3) 
(a) 
(5) 


omoo0ogo 


o 
m) 
o 
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facteurs. Il ne peut s’agir d’un facteur de degré 1, car 
par hypothèse, J et À, sont linéairement indépendants. 
Bref, À, annule un polynôme de degré 2, 


aA? +bA, +cI = 0 , avec b? - 4ac < 0. En mettant ce 


trinome du second degré sous forme canonique, on voit 
qu’il existe X et p tels que (XA, + pI} = -I. De même, 
il existe a et B tels que (aA, +81) =-I En 
factorisant la différence de ces deux expressions grâce à 
l'identité remarquable 
uw — = (u - v}(u + v), 

on trouve une combinaison linéaire reliant A}, A, et 1, 
ce qui contredit l’hypothèse. Cela montre un résultat 
établi pour la première fois par Frobenius en 1877 : R”, 
n > 3, ne peut jamais être muni d’une structure de corps 
commutatif dont l’addition soit celle de la structure 
d’espace vectoriel. 





Les quatre points sont colinéaires si et seulement si les 

= =2 
223 et 2774 
27% 2 7 24 
quatre points ne sont pas colinéaires, l’argument de 


deux quotients sont réels. Si les 
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273% ne peut différer de celui de 472 
277% 2 7 2 
multiple de 2. 








que par un 


L’assertion (3) est vraie pour n’importe quelle matrice. 
Quand on additionne tous les coefficients d’une matrice, 
qu'on le fasse ligne par ligne, ou colonne par colonne, le 
résultat est toujours le même. C’est la propriété (2) qui 
est plus remarquable. Désignons par C; la somme des 
coefficients de la colonne j, et par L; la somme des 


n 
coefficients de la ligne :; C; = L Qj, et 
FE 
Nn 
L; = L a;; - Notons d’abord que la propriété (3), qui 
j=1 


n n 
peut s’écrire L (os = L E est vraie si la matrice est 
j= i=l 
triangulaire supérieure, c’est-à-dire n’a que des 1 au- 
dessus strictement de la diagonale, et que des 0 au- 
dessous de celle-ci. Cela étant, que se passe-t-il 
lorsqu'on intervertit un 0 et un 1, par exemple si l’on 
change a; en 1 (et donc a; en 0), alors qu’il valait 
auparavant 0 ? Les lignes et colonnes ti et j sont les 
seules à être modifiées. On peut résumer les 
changements dans un tableau. 
La propriété d’"antisymétrie" de la matrice conduit à 
R;+ C; = R; + C;=n-1, de sorte que le bilan est le 
même pour les lignes et pour les colonnes. 
En considérant comme échantillons les (C) et les (D), 


on obtient deux échantillons éventuellement différents 
qui ont la même moyenne et la même variance. 


Ces matrices ont de nombreuses interprétations, 
notamment en mécanique. 


Réponse correcte 
Réponse fausse 
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L 


1 
1 
1 
-A 
BE e E 


D, LHL; 
-2L +2 


E, O+ 
2C-2C+2 


Notons M), …, Mw … les points choisis dans le plan, E, 
les ensembles définis par E, = {M;M:..M,}, et Fa 
l’ensemble des droites reliant les éléments de E,. Un 
élément de F, est déterminé de manière unique par le 
choix d’une paire d’éléments de E„ Le nombre 
d'éléments de F, est donc égal au nombre de paires de 


E, à savoir (3) ; 


Cela étant, étudions ce qui se passe lorsqu'on rajoute 
M,.1 à En pour former E,,,. On trace alors n droites 
supplémentaires, disons D}, …, D, la droite D; reliant 


M,:1 et M; Cette droite D; coupe les Es autres 


Réponse correcte 
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droites, mais les points d’intersection de D; avec les 


autres droites ne sont pas au nombre de ba , car il 


y a toutes les droites passant par M,,, et M. 
Comptons donc précisément ce nombre de points 
d’intersection : 

Traçons d’abord D,, puis les autres droites D, 
Lorsqu'on procède ainsi, le nombre de points 
d’intersection de D, avec les droites déjà tracées est 


2 

E -Žn+2, car D, est la première droite tracée 
passant par M,,,. Ainsi, sur D}, il y a seulement 
rm _3 


Ti TR intervalles déterminés par les points 


d’intersection avec les autres droites. Chacun de ces 
intervalles coupe en deux l’une des u, zones du plan 
formées à l'étape précédente à partir des points de E,. 
Pour les n-1 autres droites D} …, D,, le calcul est 
légèrement différent. Il y a n-1 droites autres que D, 
passant par M, et autant pour M,,.. Cela fait donc 


2 
LPS 
2 


" 


points d’intersection autres que M,,, et M; Au total, 
: mr 3 ; jé à ; 
il y a 5 E a points d’intersection sur D; qui 


2 
découpent sur cette droite 5 -3n+4 intervalles. 


N 


Comme pour la droite D,, chacun de ces intervalles 
coupe en deux l’une des zones du plan que l’on avait 
formé à l'étape précédente à partir des points de E„ et 
des droites D, tracées en premier. Ainsi, chacune des 


2 
n-1 droites tracées après D, rajoute S - : n+4 zones, 


ce qui nous donne finalement la relation de récurrence 
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Une ut - Sr +4n-1 
On reconnaît une relation de récurrence linéaire à 
coefficients constants. Si T désigne l’application linéaire 
dite "opérateur de translation", qui, à une suite 
u = (u,) associé la suite translatée (u,,1), l'équation 
récurrente s’écrit (T — Id)(u) = v, où v est la suite (v,) 
défini = nè p 3 2 T a 
éfinie par uv, = — - =n +4n - 1. On reconnaît une 
équation linéaire. L'ensemble des solutions est donc un 
sous-espace affine de l’espace des suites dont la direction 
vectorielle est le noyau de (T — Id) ; autrement dit, on 
peut exprimer les solutions de cette équation récurrente 
comme la somme d’une solution particulière et de la 
"solution générale de l’équation sans second membre", 
(T —Id)(u) =0. Cette équation admet comme 
ensemble de solutions les suites constantes. Reste à 
trouver une solution particulière. Les suites 
polynomiales de degré inférieur ou égal à p sont 
invariantes par T, et par Id. Ici, la suite v du second 
piece rm _3 
membre, définie par v, = g - 3 +4n -1 est un 
polynôme (en n) de degré 3. (Comme les suites 
constantes (polynômes de degré 0 < 3) sont solutions de 
lľéquation sans second membre, on peut chercher une 
solution sous la forme d’un polynôme de degré 4. Il est 
inutile de résoudre de manière générale léquation 
récurrente ; on peut chercher directement u, en 
résolvant le système d’équations obtenu à partir des 
premières valeurs de la suite. 
Ces premières valeurs sont u, = 2, u = 7, u, = 18, 
us = 41, uş = 85. La résolution du système conduit à 
la forme générale de u, : 


u -lm -3mt B-l 


STE 4 8 
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Pour calculer l’espérance et la variance de S, utilisons la 
méthode des fonctions génératrices. Posons 


- HS-D , A-E EE CPE et 


OO 

hla = L h, À . En pratique, la capacité des autobus 
0 

et celle du ferry sont limitées, de sorte que les sommes 


sont finies. 
Ona: 


h2) -S hz 

D PÍN =n) P(X, +X; +.. +X, = JE 
DIDE n P(X, + X3 + x, =] 
Bg > AX + Xat +X = y2] 


© lo Far ) 
= go an 


On en déduit immédiatement l'espérance et la variance 
de S, grâce aux formules 


EÍS) = h'(1) et Vars) = h” (1) +h/() -F 
On obtient, en utilisant ces formules aussi pour les X; et 
pour N, 


e 2 


Les 


Hs) = HX;) AN) 
Vas) = Var(X.) AN) + Vatn) [AXP 
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10. 
@) D 
(2) E 
(8) D 
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La densité f de X est définie par 
fa) = — ep 


P) 

oy2T 2U 0 

L’espérance E[X] de X vérifie E[X] = p, et sa variance 
Var[X] est donnée par Var[X] = 0°. 

Pour tous réels a et b, la variable aléatoire aX + b suit 
une loi normale N(ap + b, |alo). 


Enfin, une variable aléatoire X d'espérance p et de 
variance o? suit une loi normale N(u;0) si et seulement 








X-u 
o 


si suit une loi normale réduite, N(0;1). 


